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Capitulo 0

Introduccion

Una definicién de Matemaéticas podria ser: “La Matematica estudia el concepto de espacio, es Geo-
metria”. Desde este punto de vista, la Topologia es el estudio de los espacios topoldgicos, de las
variedades topoldgicas, la Geometria Diferencial es el estudio de las variedades diferenciales, la asig-
natura de Variable Compleja el estudio de las variedades analiticas y el Algebra el estudio de las
variedades algebraicas. El andlisis del espacio se funda en las funciones del espacio considerado. As{
el fundamento de la Topologia es el anillo de funciones continuas, de la Geometria Diferencial el anillo
de las funciones infinito diferenciables, el de la Variable compleja el anillo de funciones analiticas o
conformes y el del Algebra el anillo de funciones algebraicas.

Una definicién del Algebra podria ser: “El estudio de los espacios definidos por sistemas de ecua-
ciones algebraicas”. Asi el primer problema que nos planteamos es jqué es un sistema de ecuacio-
nes algebraicas? Podriamos responder que es dar r-polinomios p1(x1,...,Zn),  + ,0r(T1,. .., Zpn) €
Clz1,...,x,] y escribimos el sistema

p1(x1,...,2,) =0
pr(@r,. ) = 0

De modo inconsciente identificamos el sistema de ecuaciones algebraicas con el conjunto de soluciones
del sistema de ecuaciones algebraicas, con “la variedad de soluciones”. Por ello decimos que si al siste-
ma de ecuaciones algebraicas anterior ailadimos la ecuacién ay-py(x1, ..., 2Zn)+ - +appr(T1,. .., 2p) =
0 obtenemos el mismo sistema de ecuaciones algebraicas. En definitiva una definicién mejor adaptada
a nuestros propositos inconscientes deberia ser: “Un sistema de ecuaciones algebraicas es un ideal
(p1(1'1, R xn)a s 7pr(x1a s 7xn)) c C[xla s axn]”

Surgen, ahora, varias preguntas: ;Todo ideal de C[zy,...,x,] estd generado por un nimero finito
de elementos? jEstén los ideales de C[zy,...,z,] determinados por su variedad de soluciones?

La respuesta a la primera pregunta es afirmativa. Los anillos cuyos ideales son finito generados se
denominan anillos noetherianos y, como decimos, los anillos de polinomios son anillos noetherianos,
que estudiaremos en el curso.

La respuesta a la segunda pregunta es “no, pero casi si”. Observemos que las soluciones (sobre
C) del sistema z1 = 0 son las mismas que 27 = 0. Obviamente, dado un ideal I C Clxy,...,z,]
si consideramos el ideal r(I) := {q € C[zy,...,x,], tales que ¢™ € I, para algin m}, entonces la
variedad de soluciones de I es la misma que la de r(I). El teorema de los ceros de Hilbert afirma que
I e I’ tienen la misma variedad de soluciones si y sélo si 7(I) = r(I’), es decir, salvo “nilpotencias”

5



6 Capitulo 0. Introduccién

los ideales estan determinados por su variedad de soluciones. Decimos que un ideal I es radical si
r(I) = I. Como r(r(I)) = r(I), tenemos que hay correspondencia biunivoca entre variedades de
soluciones e ideales radicales. Dado I, resulta que r(I) es el ideal de todas los polinomios que se
anulan en la variedad de soluciones de I.

Llamemos variedad algebraica a la variedad de soluciones de un ideal (radical). En el estudio de
las variedades algebraicas un primer resultado inmediato es que una variedad V es irreducible, es
decir, no es unién propia de dos variedades algebraicas, si y sélo si el ideal de todas las funciones que
se anulan en V es un ideal primo. En general, toda variedad algebraica V' es unién de un ndmero
finito de variedades algebraicas irreducibles. En términos de ideales, todo ideal radical es interseccién
de un nudmero finito de ideales primos.

Puede parecernos que dado un ideal I es siempre mejor considerar r(I) en vez de I. Pongamos un
ejemplo sencillo en el que nos interese el ideal I: Consideremos el ideal (z,y* — z) o el sistema

la variedad de soluciones de este sistema es el punto # = 0,y = 0. Tenemos que I = (x,y* —
x) = (z,y%) y r(I) = (x,y). Podemos pensar la variedad de soluciones dada, como el conjunto de
puntos de corte de la recta 2 = 0 con la pardbola y?> — 2 = 0, y como esta recta es tangente a la
parabola nos gustaria afirmar que la variedad de soluciones es “el origen contado dos veces”. De esta
afirmacién “queda rastro” en el ideal I pero no en r(I). En conclusién, cuando estudiamos el sistema
de ecuaciones definido por I, si consideramos sélo el conjunto de soluciones del sistema de ecuaciones
(o equivalentemente, consideramos sélo r(I)) perdemos informacién que puede ser esencial, sobre todo
en una teorfa fina de interseccién de variedades.

El ideal (z,y? — x) es el ideal de polinomios p tales que p(0,0) = 0 y g—Z(0,0) = 0, que hemos
expresado de modo més impreciso como ideal de funciones que se anulan dos veces en el origen.
En general, demostraremos que los ideales I son los ideales de polinomios que se anulan en ciertas
variedades irreducibles y cumplen ciertas condiciones infinitesimales (no preciso este concepto) a lo
largo de estas variedades irreducibles. Si llamamos ideal primario al ideal de funciones que se anula
en una variedad irreducible y cumple ciertas condiciones infinitesimales a lo largo de ella, el resultado
fundamental de la teoria de descomposiciones primarias afirma que todo ideal es interseccién de un
ndmero finito de ideales primarios. En conclusién, dar un sistema de ecuaciones algebraicas equivale
a dar un numero finito de variedades algebraicas irreducibles y condiciones infinitesimales a lo largo
de ellas. Euclides se habria sorprendido si hubiese sabido que su Teorema de Euclides era la punta
del iceberg de un teorema geométrico.

Una vez que hemos profundizado en el concepto de variedad algebraica surgen las preguntas
jcuantas variedades algebraicas hay? ;cémo distinguir dos variedades algebraicas? Nos planteamos
la clasificacién de las variedades algebraicas.

Un invariante obvio de las variedades algebraicas es la dimensién. Se dice que una variedad alge-
braica es de dimensién n si existe una cadena (de inclusiones estrictas) de subvariedades irreducibles
=CycCiC-- CC, de longitud n y no existe ninguna otra de longitud mayor. Probaremos que
la dimensién de una variedad algebraica es m si existe una proyeccion de fibras finitas y no vacias de la
variedad en un espacio afin A™(C). Veremos que el concepto de dimensién en variedades algebraicas
irreducibles es local, y aiin méas, que todas las cadenas irrefinables de subvariedades irreducibles tienen
la misma longitud. Por tultimo, veremos que las hipersuperficies f = 0 de una variedad algebraica
irreducible de dimensién m son de dimensién m — 1 y que todo punto de la variedad es (localmente)
la solucién de un sistema de m ecuaciones algebraicas y no menos. Todos estos resultados seran
expresados en términos de los anillos de funciones algebraicas de la variedad y sus ideales primos.



En segundo lugar una propiedad geométrica distintiva de las variedades algebraicas es la existencia
de puntos singulares. Por ejemplo el cono 22 +y? — 22 = 0 tiene como tinico punto singular el vértice
y la esfera z? + y? + 22 = 1 no tiene puntos singulares, es decir, es “lisa”. En el curso estudiamos
los conceptos de lisitud, médulo de diferenciales, derivaciones, cono tangente en un punto y daremos
distintos criterios que caractericen los puntos singulares de una variedad. En el dltimo capitulo,
hacemos un estudio més detallado de las singularidades de una curva plana y damos el procedimiento
para su desingularizacion, es decir, la obtenciéon de una curva lisa a partir de una curva no lisa, de
modo que ambas sean iguales fuera de los puntos singulares.

Puede decirse que la Geometria Algebraica Local se mueve dentro del marco afin y que la Geometria
Algebraica Global dentro del marco proyectivo. Por ejemplo, el Teorema de Bezout que afirma que
dos curvas planas proyectivas de grados n y m se cortan en n - m puntos (contando multiplicidades),
es obviamente un enunciado no local y pertenece a la Geometria Algebraica Proyectiva. En el curso,
definiremos las variedades proyectivas, veremos que todos los conceptos afines (esencialmente locales),
como descomposicién en componentes irreducibles, dimensién, lisitud etc, se extienden a las variedades
proyectivas.
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Capitulo 1

Anillos

1.1 Introduccion

Desde un punto de vista aritmético, los anillos son las estructuras que recogen las operaciones de suma
y producto, como las que tenemos en Z. Ahora bien, los anillos pueden entenderse geométricamente
como anillos de funciones continuas de un espacio.

Intentemos justificar la introduccién de los anillos desde un punto de vista geométrico.

Un fisico estudia el universo con unos instrumentos, que le van dando informacién, ntmeros.
Del mismo modo opera todo ser vivo. Es decir, el fisico cuenta con unas funciones, con el dlgebra
definida por estas funciones. Desde un punto de vista kantiano y positivista, el punto de partida del
conocimiento es este dlgebra de funciones. El espacio se obtiene del anillo o dlgebra de funciones.

Desde Descartes, imaginamos tres ejes de coordenadas y todo punto del espacio viene definido por
tres coordenadas. Los puntos vienen determinados por los valores de las funciones coordenadas en
ellos. Ademads los objetos del espacio, por ejemplo un paraboloide, los solemos definir en implicitas.
Dos objetos seran iguales si no los sabemos distinguir, es decir, con nuestra terminologia, si no existe
una funcién que valore distintamente en los dos objetos. Gauss, con la introduccién de las coorde-
nadas curvilineas, permitié independizarnos de la eleccién arbitraria de las coordenadas cartesianas
(inexistentes).

Dependiendo de las funciones que consideremos como “admisibles”, el espacio serd de una forma u
otra. Por ejemplo, dado R3, si consideramos que cualquier aplicacién de conjuntos de R? en R es una
observacién o funcién admisible, estaremos considerando nuestro espacio como un conjunto discreto.
Si consideramos sélo las funciones continuas, lo estaremos considerando como espacio topolégico. Si
consideramos el anillo generado algebraicamente por las tres coordenadas, lo consideraremos como
espacio algebraico.

En este ultimo caso, los objetos vienen definidos por el lugar geométrico definido por ecuaciones
(compatibles) del tipo

p1(x1, w2, 23) = 0,...,pr(x1,22,23) =0 (*)

Objetos que denominaremos subvariedades algebraicas. Como es obvio, si al sistema anterior le
anadimos una ecuacién del tipo Y, fi - pi(z1, 22, 23) = 0 ésta es redundante. Asi pues, el sistema
uacion ni r inomi 1(x1,T2,23),...,p-(T1, 22, S equivalen ni
de ecuaciones definido por los polinomios , T2, L3), .-, ,T9,T3) €8 € alente al definido
por el ideal (p1(x1,x2,23),...,pr(x1,22,23)). Tenemos, pues, una correspondencia biunivoca entre
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los ideales y las subvariedades. Los puntos son las subvariedades més pequenas, luego se correspon-
deran con los ideales maximales de R[x1,z2, 3] (nuestro anillo de funciones “admisibles”). Como
veremos, las subvariedades irreducibles (es decir, las que no son unién de dos subvariedades propias)
se corresponden con los ideales primos. As{ pues, el conjunto de los ideales primos de R[z1, 22, 3] se
corresponde con el conjunto de las subvariedades irreducibles de R3.

Diremos, por razones obvias, que un polinomio p(z1, z2, z3) se anula en el lugar geométrico defini-
do por el sistema (%): cuando p(x1,x2,x3) € I = (p1(x1,x2,23),...,pr(x1,22,23)), es decir, cuando
p(x1, x2, x3) pertenezca al ideal definido por el sistema de ecuaciones. Ademds, dos polinomios cuales-
quiera definirdn la misma funcién algebraica sobre el lugar geométrico cuando difieran en un polinomio
perteneciente al ideal. Es decir, el anillo de funciones algebraicas de la subvariedad algebraica definida
por el sistema () es R[zq, z2, z3]/1.

El lugar geométrico de un sistema de ecuaciones, como conjunto de soluciones del sistema, no
recoge toda la informacién geométrica deseable, pero que sin embargo, si que esta en el anillo de
funciones del objeto que define (o en el ideal definido).

Por ejemplo, si consideramos el sistema

2422 -1=0,2,-1=0

podriamos decir que el lugar geométrico definido es el punto (1,0). Sin embargo, dirfamos que el
punto (1,0) estd “contado” dos veces. Concepto, por ahora, impreciso. Ya veremos que este hecho
estd relacionado con la igualdad dimg R[z1, z2]/(2? + 25 — 1,21 — 1) = 2.

Aunque el anillo de funciones algebraicas del lugar geométrico definido por un sistema de ecuaciones

pl(xl,l'g,l'g):07...,])7«(93171'2,173):0 (*)

es un concepto del todo claro, paradéjicamente el propio lugar geométrico no es un concepto claro.
Por ejemplo, si consideramos en el plano la ecuacion

2422 +1=0, “elipse imaginaria”

podemos decir que el lugar geométrico definido es el vacio, si consideramos R (y no C). Sin embargo,
podemos hablar del anillo de funciones algebraicas de la subvariedad definida por esta ecuacion, que
como hemos dicho es R[x1, x2]/(2? +23+1). Ademas, los ideales primos maximales de R[z1, 7o)/ (22 +
23 + 1) verifican que al hacer cociente por ellos obtenemos C, y se corresponden con las soluciones
imaginarias de la ecuacién (ya se verd).

La interseccién de variedades algebraicas es variedad algebraica. La Geometria Algebraica, con
los anillos, es el marco adecuado para el desarrollo de la Teoria de la Interseccion.

Abundando en lo mismo, demos otro punto de vista. Observemos que las soluciones del sistema
de ecuaciones (), con valores en una R-dlgebra A, se corresponden con los morfismos de R-algebras
R[Zl, o, $3]/I — A:

Soluciones (aj,as,as) del sistema
—  Homg_ae(R[z1, 22, 23] /1, A)
p1(@1, w2, 23) =+ = pr(21,22,23) =0

(a1,a2,a3) — @:T; — a

Si A es R, se verifica que

de cociente R

Ideales maximales deR|[x1, z2, x3|/]
HomR—alg(R[zl,fﬂQ,CCg]/I,R) = { [ ]/

14 — Ker ¢
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Si A es C, se verifica que los morfismos de R-dlgebras de R[z1,x2, 23]/ en C, “salvo conjugacién”,
se corresponden con los ideales maximales de R[xy, zo, x3]/I (no lo vemos ahora). De nuevo, vemos
la relacién estrecha entre los ideales maximales de R[z1, za,23]/I y el lugar geométrico de los puntos
del sistema de ecuaciones (x).

En este capitulo iniciaremos la comprensién geométrica de cualquier anillo conmutativo A, aso-
ciandole un espacio cuyos puntos se corresponden con los ideales primos de A. Espacio que denota-
remos por Spec A y denominaremos espectro primo de A.

Tomamos como espacio todos los ideales primos y no sélo los maximales, por razones que se
aclararan a lo largo del capitulo. Digamos ahora sélo que los ideales primos recogen mejor el concepto
de primo (en el sentido del Lema de Euclides), que todo morfismo de anillos induce un morfismo
entre los espectros (lo que no sucederfa en general si s6lo tomamos los ideales maximales) y que
si una funcién se anula en todo primo entonces es nilpotente (lo que no sucede en general si sélo
tomamos los ideales maximales). Ademds, hay una razén de indole topolégica: Asi como todo espacio
topoldgico puede suponerse Tp, es decir, puede asignarsele, de modo natural, un espacio T, también
a todo espacio topolégico puede asignarsele un espacio topoldgico en el que cada cerrado irreducible
(cerrados que no son unién de dos cerrados) es el cierre de un punto. Esto iltimo es lo que hacemos
en Geometria Algebraica cuando consideramos Spec A y no sélo el conjunto de los ideales primos
maximales.

La teoria de ideales inicia el cumplimiento del suefio de Kronecker: la unificacién de la Aritmética y
la Geometria. Desde esta perspectiva los elementos de cualquier anillo conmutativo pueden entenderse
como funciones sobre el espectro primo del anillo. Asi, por ejemplo, los nimeros enteros, los enteros
de Gauss, etc., son verdaderas funciones y podemos aplicarles intuiciones y recursos geométricos.
Los nimeros primos podran ser interpretados geométricamente como los puntos o subvariedades
irreducibles de un espacio, etc.

Las dos operaciones o procesos basicos estudiados en este capitulo, seran la localizaciéon y paso
al cociente en anillos y médulos. Estos dos procesos pueden ser entendidos geométricamente como
los dos procesos de restricciéon a abiertos y restriccién a cerrados. También estudiaremos el producto
tensorial, que geométricamente representa el producto de variedades algebraicas.

1.2 Anillos. Ideales

Comencemos con una revision rapida de la definicién y propiedades elementales de los anillos.

1. Definicién: Un anillo A es un conjunto con dos operaciones A x A & A, (a,d') — a+d,
Ax A A, (a,d') — a-a', que denominamos suma y producto!, tales que

1. A es un grupo abeliano con respecto a la suma (luego cumple la propiedad asociativa, tiene un
elemento cero, que se denota por 0, y cada a € A tiene un opuesto que se denota por —a).

2. La multiplicacién es asociativa ((a-b)-c=a- (b-c)) y distributiva (a- (b+¢)=a-b+a-c).

Ademis, sélo consideraremos anillos conmutativos con unidad, es decir, verificando

3. ab = ba, para todo a,b € A.

4. Existe un elemento 1 € A tal que al = la = a, para todo a € A.

1Ser4 usual utilizar la notacién a - a’ = aa’.
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A lo largo del libro entenderemos anillo por anillo conmutativo con unidad.
Ejemplos de anillos son Z, el anillo de funciones reales continuas C'(X) de un espacio topoldgico
X, los anillos de polinomios C[z1,...,%,], los anillos de series formales C[[z1,...,zy]], etc.

2. Definicién: Diremos que un anillo es un cuerpo si para cada a € A no nulo, existe el inverso

respecto de la multiplicacién, que denotaremos a~*.

Los anillos Q, R y C son cuerpos.

3. Definicién: Una aplicacién f: A — B entre los anillos A y B, diremos que es un morfismo de
anillos si cumple

1. fla+4d') = f(a)+ f(da'), para todo a,a’ € A.
2. f(ad') = f(a)f(a), para todo a,a’ € A.
3. f(1)=1.

4. Ejemplo: La aplicacién C[z] — C, p(x) + p(33), es un morfismo de anillos. Dada una aplicacién
continua ¢: X — Y entre espacios topoldgicos, la aplicacién ¢: C(Y) — C(X), f — fo¢ es un
morfismo de anillos.

La imagen Im f es un subanillo de B, es decir, un subconjunto de B que contiene la unidad de B
y que con las operaciones de B es anillo. La composicién de morfismos de anillos es un morfismo de
anillos.

5. Definicién: Un subconjunto I C A diremos que es un ideal de A si es un subgrupo para la suma
y cumple que a -4 € I, para todo a € A y todo i € I.

Dados dos ideales I; e Iy de A, llamaremos suma de los dos ideales, que denotaremos por Iy + Io,
al ideal de A definido por I + Iy := {i1 + i2: 91 € I1,is € Is}. Dado un subconjunto F C A,
denotaremos por (F) al ideal minimo de A que contiene a F' (que es la interseccién de todos los
n
ideales que contienen a F'). Explicitamente (F) = {a € A: a = > a;f; con f; € F,a; € Ayn €N
i=0
cualesquiera}. Dado a € A, también notaremos (a) = aA. La interseccién de ideales es un ideal.
Como I es un subgrupo de A, podemos considerar el grupo cociente A/I, donde

A/l ={a, a€ A, demodoque a=a <= a—d €I}

Ahora bien, el producto @ - a’ := a-a’ dota a A/I de estructura de anillo (compruébese) y es la
unica estructura de anillo que podemos definir en A/, de modo que el morfismo de paso al cociente
A — A/I, a — a, sea un morfismo de anillos.

Dado un morfismo f: A — B de anillos, el nicleo de f, Ker f := {a € A: f(a) = 0}, es un ideal.
Si J C A es un ideal incluido en Ker f, entonces existe un tinico morfismo de anillos f: A/J — B
(definido por f(a) = f(a)) de modo que el diagrama

A ! B
N4
A/

es conmutativo, siendo 7 el morfismo de paso al cociente, 7(a) = a.
La antimagen por un morfismo de anillos de un ideal es un ideal. Si un morfismo de anillos es
epiyectivo la imagen de un ideal es un ideal. Es inmediata la proposicion siguiente.
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6. Proposicién: Sea I C A un ideal y m: A — A/I, a — @ el morfismo de paso al cociente. Se
verifica la correspondencia biunivoca

Ideales de A que
. = {Ideales de A/I}
contienen a I
J w(J)
7= H(J") J’

Sea S un sistema multiplicativo de A (es decir, 1 € Sy sis, s’ € Sentonces s-s’ € S). Consideremos
la localizacién de A por S, Ag, es decir,

!

a a a
Ag = {g, acAyselS: ) si existen un ¢, € S tales que ta = t'a’ y ts = t's'}?

Con la suma y producto ordinarios de fracciones Ag es un anillo. Al morfismo natural de anillos
A — Ag, a— % se le denomina morfismo de localizacién por S. El cual verifica la propiedad universal:

Homppinos(As, B) = {f € Hompninos(4, B): f(s) es invertible en B, para todo s € S}

Ejemplos de localizacién son los cuerpos Q = Zz_10y vy Q) = Q[z]g[2]—{0}-

Todo ideal de Ag es el ideal generado por la imagen de un ideal (o mas) de A, pues (2) = ($).

7. Ejercicio: Probar que I C A es un ideal que corta con el sistema multiplicativo S si y sélo si el
ideal generado por la imagen de I en Ag es Ag.

1.3 Modbdulos

Los espacios vectoriales son el ejemplo més sencillo y usual de espacio geométrico. Muchos problemas
se resuelven linealizandolos, lo que permite aplicarles ademas la intuicién geométrica. Anadamos, que
muchas de las estructuras usuales en Matematicas son estructuras de espacios vectoriales.

Si I es un ideal de un anillo A, es un grupo conmutativo respecto de la suma de A y el producto
de A define una aplicacién A x I — I que verifica todos los axiomas de espacio vectorial, salvo la
condicién de que los escalares formen un cuerpo; lo que resumiremos diciendo que I es un A-mdédulo.
En esta seccién iniciaremos el estudio de la estructura de médulo sobre un anillo A y veremos que casi
todas las definiciones del Algebra Lineal (submddulos, cocientes, sumas y productos directos, producto
tensorial, etc.) pueden generalizarse para los A-mdédulos; aunque la frecuente existencia de médulos
que no admiten bases introduzca grandes modificaciones en la teoria de médulos. La posibilidad de
efectuar muchas operaciones (cocientes, sumas directas, productos tensoriales, etc.) que carecen de
sentido en los ideales hace que la teoria de médulos sea mucho maés flexible y natural, que una teoria
restringida nicamente a los ideales. Esta generalidad no complica las demostraciones, sino que la
posibilidad de usar las operaciones basicas del Algebra Lineal las aclara y simplifica.

’ ’ ’ ’ "
= % entonces % = %, yquesi & =%y % = % entonces % =2,

20bservemos que & = S, quesi g ; 2

E] s
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1. Definicién: Sea A un anillo y M un conjunto. Diremos que una operacién M x M % M,
(m,m') — m + m' y una aplicacién A x M — M, (a,m) — a - m definen en M una estructura de
A-médulo cuando cumplen

1. (M,+) es un grupo conmutativo.
2.a-(m+n)=a-m+a-n,paratodoa € Aym,née M.
3. (a+b)-m=a-m+b-m,para todo a,b € Ay m e M.
4. (ab) -m=a- (b-m), para todo a,b€ Ay m € M.

5. 1-m = m, para todo m € M.

Es decir, dada una aplicacién A x M — M, (a,m) — a - m, cada elemento a € A define una
aplicacién a-: M — M, m — a-m. El segundo punto expresa que a- es morfismo de grupos. Los tres
ultimos puntos expresan que la aplicacién ¢: A — End(M), ¢(a) = a-, es morfismo de anillos (donde
End(M) son los endomorfismos de grupos del grupo conmutativo M). Reciprocamente, si M es un
grupo conmutativo, cada morfismo de anillos ¢: A — End(M) define una estructura de A-médulo en
M tal que a-m := ¢(a)(m).

2. Ejemplo: 1. Todo ideal I C A es un A-médulo, pues con la suma definida en A y con el
producto por los elementos de A ya definido en A, I tiene estructura de A-médulo. En particular,
A es un A-moédulo.

2. Si A es un cuerpo, entonces los A-médulos son los A-espacios vectoriales.

3. Si G es un grupo abeliano, entonces es un Z-moédulo de modo natural: n-g = g+ .%. + g si
neNT n.g=(-g)+ "+ /(—g) si —n € NT, y definimos 0 - g = 0. Reciprocamente, si G es
un Z-médulo, en particular es un grupo abeliano.

4. SiT: E — FE es un endomorfismo de k-espacios vectoriales entonces E tiene estructura natu-
ral de k[z]-médulo: (3 Nz") - e := Y \T"(e). Reciprocamente, dado un k[z]-médulo F, la
aplicaciéon T: E — E definida por T'(e) = x - e, es un endomorfismo de k-espacios vectoriales.

Sea {M;};cr una familia de A-mddulos con indices en un conjunto I. Su producto directo se

denotard [] M;, mientras que @ M; denotard el subconjunto de []M; formado por los elementos
iel iel iel
(m;) que tienen todas sus componentes nulas salvo un nimero finito de ellas, y se llamard suma

directa de los {M;}icr. Tanto [[M; como @ M, son A-médulos con la siguiente suma y producto
il el
por elementos de A:
(mq)ier + (M})icr := (Mi +mj)ier
a-(mi)ier == (a-m;)icr
3. Definiciéon: Un subconjunto N de un A-médulo M, decimos que es un submédulo si con la
operacion + de M y con la multiplicacion - por elementos de A, es un A-médulo.

Notacién: Alguna vez, escribiremos am en vez de a - m por sencillez de escritura.

4. Definicién: Una aplicacién f: M — M’ entre A-médulos M, M’, diremos que es un morfismo
de A-médulos si cumple

1. f(m+mn)= f(m)+ f(n), para todo m,n € M.
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2. f(am) =af(m), paratodoa € Ay me M.

El conjunto de los elementos de un médulo M, que por un morfismo de A-mdédulos f: M — M’
van al cero, se denomina nucleo de f y denota por Ker f. Se cumple que Ker f es un submoddulo de
M y que f es inyectiva si y s6lo si Ker f = 0. El conjunto de los elementos de la imagen, Im f, forman
un submddulo de M’. Cuando f sea biyectiva diremos que f es un isomorfismo de A-mddulos.

Denotaremos por Hom4 (M, N) al conjunto de morfismos de A-médulos de M en N. Con las
definiciones de suma de morfismos y producto por elementos de A naturales:

(f +9)(m) := f(m) + g(m)
(af)(m) = a(f(m))

tenemos que Hom 4 (M, N) es un A-mdédulo.
Si N es un submoddulo de M entonces es un subgrupo conmutativo de M. Por tanto, podemos
considerar el grupo cociente M/N, donde

M/N = {im, m € M de modo que m =m’ < m—m' € N}

El producto a - m := @-m dota a M/N de estructura de A-médulo (compruébese) y es la dnica
estructura de A-médulo que podemos definir en M /N, de modo que el morfismo de paso al cociente
M — M/N, m — m, sea un morfismo de médulos.
5. Ejercicio: Dado un epimorfismo 7: M — M’ de A-mé6dulos, si 7 tiene seccién (es decir, existe
s: M' — M de modo que mos = Id) entonces M ~ Kernw@® M’'. (Pista: Los morfismos Kerm@® M' —
M, (m,m')— (m+s(m)y M - Kerr & M, m— (m— s(m(m)), 7(m)) son inversos entre sf).
Dado un morfismo i: N — M inyectivo, si i tiene retracto (es decir, existe r: M — N de modo
que 7 o ¢ = Id) entonces M ~ N @ M/N. (Pista: Los morfismos M — N & M/N, m — (r(m),m) y
N& M/N — M, (n,m) — n+ (m—r(m)) son inversos entre sf).
6. Teorema: Sea f: M — M’ un morfismo de A-mddulos. Sea N C Ker f un A-submddulo. Eziste
un tinico morfismo f: M/N — M’ (que vendrd definido por f(m) = f(m)) de modo que el diagrama

M d M
N A
M/N

es conmutativo, siendo m el morfismo de paso al cociente.

7. Teorema de isomorfia Sea f: M — M’ un morfismo de A-mddulos. Se cumple que el diagrama
M—— M

7 J

M/Ker f =—=1Im f

donde w(m) = m, f(m) = f(m) (que estd bien definida) e i(m') = m’, es conmutativo, f es un
isomorfismo, T es epiyectiva e i inyectiva.

Demostracion. Al lector. O
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Dado un conjunto {M;};c; de submdédulos de M denotaremos

ZMi:{meM:m=Zmi

iel i€l
con m; € M; nulos para casi todo i € T}

que es el menor submodulo de M que contiene a los submdédulos M;. Diremos que dos submédulos
My, M5 de M estan en suma directa si M N My = 0, que equivale a decir que el morfismo M7 & My —
Mi+Ms, (mq,mg) — mi—+ms es un isomorfismo. Se dice que M es la suma directa de dos submdédulos
My, Ms si My N My =0y My + My = M, que equivale a decir que el morfismo My & My — M,
(my, ma) — my + msg es un isomorfismo.

Dado un conjunto {m;};c; de elementos de un médulo M, denotaremos por

(miicr = {m € M:m =" "am,
i€l
con a; = 0 para todo ¢ salvo un nimero finito}

que es el menor submédulo de M que contiene a {m;};c;. Diremos que {m;};c; es un sistema
generador de M si (m;);e; = M. Evidentemente, todo médulo tiene sistemas generadores, por
ejemplo el formado por todos los elementos de M. Si I es ademaés finito diremos que el médulo es
finito o finito generado. Diremos que un conjunto de elementos {m;};c es base de M, si es un sistema

generador y si > a;m; = 0 entonces a; = 0 para todo i.
i

Denotaremos M) = @ M;, siendo M; = M. Se dice que un médulo es libre si es isomorfo a AU,
iel

Si denotamos 1; = (a;);e;r € AY), donde a; = 0 para todo i # j y a; = 1, entonces {1;};er forma

una base de AY). Los morfismos de AU) en un A-médulo M se corresponden con conjuntos {m;}ier

de M. Sea {m;};c; un conjuntos de elementos de M, y definamos el morfismo

¢: AY = M, (ai)icr = Y aim;
iel

Se cumple que ¢ es epiyectivo si y s6lo si {m;};cs es un sistema generador de M, ¢ es inyectivo si
y s6lo si {m;};er son linealmente independientes. Por tanto, ¢ es isomorfismo si y sélo si {m;}ics es
una base de M. En consecuencia, todo médulo es cociente de un libre y un médulo es libre si y sélo
si tiene bases.

Sea pues, un epimorfismo 7: AY) — M. Igualmente, dado Ker m podemos definir un epimorfismo
A) — Kern. Componiendo este tltimo morfismo con la inclusién natural Kerm < A, tenemos
un morfismo natural s: A) — AU de modo que la sucesién

es exacta. Es decir M es isomorfo a Coker s, por tanto, el estudio de M se reduce al estudio de s, que
es una aplicacién A-lineal entre médulos libres.
El lema de Nakayama nos va a permitir calcular, mediante Algebra Lineal, sistemas generadores.
Si M es un A-médulo e I C A es un ideal, denotaremos por I - M ={m € M: m =} a;m;, con
a; € I' ym; € M}, que es un A-submédulo de M. Se cumple que el A-médulo M/IM es de modo
natural un A/I-médulo: a@-m = a - m. Es obvio que M’ C M/IM es un A-submdédulo de M/IM,
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si y sblo si es un A/I-submdédulo, y que my,...,m, € M/IM es un sistema A-generador de M/IM
si y sélo si es un sistema A/I-generador de M/IM. En el caso de que I = m sea un ideal maximal,
tendremos que myq,...,m, € M/mM es un sistema A-generador de M/mM siy sélo si es un sistema
generador del A/m-espacio vectorial M/mM.
8. Lema de Nakayama Sea O un anillo local de ideal mazimal m y M un mddulo finito generado.
Se cumple que

mM =M <= M=0
Como consecuencia se obtiene que mq,...,m, € M es un sistema generador de M, si sus clases
M, ..., My en M/mM son un sistema generador.

Demostracion. Sea ny,...,n, un sistema generador de M con el menor nimero posible de elementos.
T T

Si mM = M tendremos que ny = Y a;n;, con a; € m. Entonces (1 —aj)n; = > a;n;. Como (1 —ay)
i=1 i=2
iaini

1=2

1—a; a§r<n2""anr>:: AI;

no se anula en el tinico ideal maximal de O, es invertible. Por tanto, n; =
lo que es contradictorio salvo que r = 0, es decir, M = 0.
El reciproco es trivial.

Veamos la consecuencia. Si (my,...,m,) = M/mM entonces M = (my,...,m,)+mM. Haciendo
cociente por (my,...,m,) y denotando M = M/(my,...,m,), tenemos M = 0 + mM. Por tanto,
M =0, es decir, M = (mq,...,my,). O

Sea S un sistema multiplicativo de un anillo A y M un A-mdédulo, denotaremos por Mg:

!
m m m .
—, meMyseS: — = —- siexisten s1,s2 € S tales que las fracciones
s s s

Mg =
sym sam’

, tienen el mismo numerador y denominador
S$18 S2S8

Con las operaciones (bien definidas)

m m s'm 4+ sm’
-+ — =
s s 55

a m am

s g ss’

Mg tiene estructura de Ag-médulo y diremos que es la localizacién de M por S. La aplicacién

canodnica m
M — MS, m — T

es un morfismo de A-mddulos y diremos que es el morfismo de localizaciéon. Dado un morfismo
f: M — N de A-mdédulos, induce de modo natural la aplicacién (bien definida)

Js: Ms — Ng, @HM
S def S
que es morfismo de Ag-mdédulos. Es inmediato comprobar que la localizaciéon de morfismos es com-
patible con composiciones y combinaciones A-lineales:
(fog)s=fsogs
(af +bg)s = afs + bgs

3 m o _m s m _ m' m _ m s m o om/ m! _ m” m __
Observemos que “* = ™, que si * = - entonces - = ', y que si ©t = - y - = " entonces T+ = .
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9. Proposicién: Dado un morfismo f: M — N de A-mddulos y S un sistema multiplicativo de A,
se cumple que

(Ker f) s =Kerfs y (Imf)s =1Im fg

Demostracion. El morfismo (Ker f)s — Mg, ™ — ™ valora en Ker fs, pues fs(=) = f(;n) = g =0

(para m € Ker f y s € S). Tenemos que comprobar que el morfismo (Ker f)s — Ker fg, 2 — 2 es

S S
un isomorfismo.

Inyectivo: si * = 0 en Ker fg C Mg entonces existe un s’ € S de modo que s'm = 0, luego

™ =0 en (Ker f)s. Epiyectivo: Dado * en Ker fg, entonces fs() = 0, luegol @ = (. Por tanto,
existe un s’ € S de modo que s'f(m) = 0, es decir, f(s'm) = 0. Luego ™ = 7% con s'm € Ker f y
concluimos la epiyectividad.

Dejamos como ejercicio el probar que (Im f)g = Im fg. O

Una consecuencia de esta proposicién es que la localizacién respeta los morfismos inyectivos y
epiyectivos.

10. Proposicién: Sea S un sistema multiplicativo de A y sea
YRS VA Vil
una sucesion exacta de A-mddulos. Entonces es exacta la sucesion
Mg 15 Mg 95 Mg

.. . f g . P
Demostracion. Si M’ — M - M" una sucesién exacta de A-mdédulos entonces Kerg = Im f. Por

tanto, Kergs = (Kerg)s = (Im f)s = Im fs (explicitamente, = +— =)y M's Is Mg 23 Mg es
exacta. O

11. Ejercicio: Probar
1. (M/N)s = Mg/Ng.
2. (M®N)s = Mg @ Ng.
3. (M+N)S = Mg + Ng.
4. (MQN)S = Mg N Ng.

Uno de los procesos geométricos mas basicos es el de localizar la atencién en un entorno de un
punto. Una propiedad es local cuando sélo depende del comportamiento en un entorno de cada
punto. Por ejemplo, la continuidad de las funciones consideradas en Topologia, la derivabilidad de las
funciones consideradas en Anélisis, la conexion local o compacidad local de los espacios topoldgicos,
etc., son propiedades locales. Por el contrario, una propiedad es global cuando no es local, es decir,
depende de todo el espacio considerado. Por ejemplo el concepto de funcién acotada no es local, ni el
de espacio compacto o conexo.

Un resultado central de este capitulo serda demostrar que la anulaciéon de un médulo es una cuestién
local y que por tanto, también son locales todos los problemas que puedan reducirse a la anulacién
de un modulo.
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12. Definicién: Sea M un A-mdédulo, llamaremos anulador de M al ideal

Anul(M) :={a € A: am = 0, para todo m € M}

Dicho de otro modo, el anulador de M es el ntcleo del morfismo de estructura A — End(M),
a — a-. Se dice que M es un A-mddulo fiel si Anul(M) = 0, es decir, si el morfismo A — End(M) es
inyectivo. Todo A-médulo M es de modo natural un A/ Anul(M)-médulo fiel (donde @ - m := am).

Dado un elemento m € M, llamaremos anulador de m € M al ideal anulador del médulo (m) =
{am,a € A}. Es decir, el ideal anulador de m es

Anul(m) = {a € A: am = 0}

El epimorfismo de A-médulos A — (m), a — am, tiene de nicleo el ideal anulador de m. Por tanto,
por el teorema de isomorfia A/ Anul(m) ~ (m).

Igual que haciamos para los anillos, dada f € A denotaremos My a la localizacién de M por el
sistema multiplicativo S = {1, f, f2,...}. Dado un ideal primo p, C A denotaremos por M, a la
localizacién de M por el sistema multiplicativo S = A — p,.

13. Definicién: Llamaremos soporte de un A-médulo M, al subespacio de Spec A formado por los
puntos = donde M, # 0 y lo denotaremos por Sop(M), i.e.,

Sop(M) = {x € Spec A: M, # 0}

14. Teorema: El soporte de un A-mddulo finito generado coincide con los ceros de su ideal anulador,
i.e.,

Sop M = (Anul M),

Como consecuencia se tiene que la condicion necesaria y suficiente para que un mddulo M (finito
generado o no) sea cero es que M, = 0, para todo punto cerrado x € Spec A.

Demostracion. Empecemos probando que si M = (mq,...,m,) es un A-médulo finito generado,
entonces Mg = 0 si y sélo si existe un s € S de modo que sM = 0: Si Mg = 0 entonces %+ = 0 para
todo 7, luego existen s; € S de modo que s;m; = 0. Por tanto, s = s1---s, € S cumple que sM = 0.
Reciprocamente, si existe s € S de modo que sM = 0, entonces 77 = 0 para todo % € Mgy Mg = 0.

Ahora ya, dado = € Spec A, tendremos que M, # 0 si y sélo si Anul(M) N (A — p,) = 0, es decir,
Anul(M) C p,. Luego Sop(M) = (Anul M)o.

Por 1ltimo, veamos la consecuencia. Probemos sélo la suficiencia. Si M, = 0 para todo punto
cerrado x € Spec A, entonces para todo submédulo (m) C M se cumple que (m), = 0. Por tanto,
el (Anul{m))o, no contiene ningin punto cerrado de Spec A, es decir, Anul{m) no estd contenido en
ningin ideal maximal. En conclusién, Anul({(m)) = A, luegom=1-m =0y M = 0.

O

15. Proposicion: 1. Una inclusion N C M de maodulos es una igualdad si y sélo si N, = M,,
para todo punto cerrado x € Spec A.

2. Dos submddulos N,N' de un mddulo M son iguales si y sélo si N, = N., para todo punto
cerrado x € Spec A.
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Demostracion. 1. N =M <= M/N =0 < (M/N), =0, para todo punto cerrado x € Spec A
<= M,/N, = 0 para todo punto cerrado € SpecA <= M, = N,, para todo punto cerrado
x € Spec A.

2. Veamos s6lo que si N, = N., para todo punto cerrado x € Spec A, entonces N = N’.
Tendremos que N = N, + N, = (N + N’),, para todo punto cerrado x € Spec A. Luego por el punto
1. N =N+ N’, es decir, N’ C N. Del mismo modo obtenemos la inclusién inversa y concluimos la

igualdad.
O

16. Definicién: Diremos que una sucesién de morfismos de A-mddulos
I St
e nfl_w’an_)MnJrl_)"'

es exacta cuando Im f,, = Ker f,, 1 para todo n.

Casos concretos:
1. 0 = N — M es una sucesién exacta si y sélo si ¢ es inyectiva.

™ .z . ’ . .
2. M — M" — 0 es una sucesion exacta si y sélo si 7 es un epimorfismo.
i T . p .. . . . . .
3.0 > M — M — M" — 0 es exacta si y sélo si ¢ es inyectiva, 7 es epiyectiva y Ker m = Im .

f g ., p oo
17. Teorema: Sea M' — M = M" una sucesidn de morfismos de A-mddulos. Las siguientes
condiciones son equivalentes

f g ..
1. M' = M = M" es una sucesién ezacta.

2. M. EL » 35 M es exacta para todo punto z € Spec A.
3. M. EL] L3 M es exacta para todo punto cerrado x € Spec A.

Demostracion. La implicacién 1 = 2 es un caso particular de 1.3.10. La implicacién 2 = 3 es evidente.

Veamos que 3 = 1. Si la sucesién es exacta en todo punto cerrado = entonces Ker g, = Im f.
Luego (Kerg), = (Im f),. Por tanto, por la proposicién anterior, Kerg = Im f y la sucesién del
punto 1. es exacta. U

Como corolario, dado que los morfismos inyectivos y epiyectivos son casos concretos de sucesiones
exactas, tendremos que un morfismo es inyectivo (o epiyectivo) si y sélo si lo es localmente, para todo
punto cerrado del espectro del anillo.

1.4 Anillos y médulos noetherianos

La introduccién de los médulos la justificAbamos con diversas razones. La primera que dabamos es
que los ideales son médulos. Deciamos ademaés que las operaciones basicas como producto tensorial,
cocientes etc., se realizan de un modo mucho maés flexible y claro con los médulos, y que muchos de
los objetos usuales en Matematicas tienen estructura de moédulo.

En Geometria Algebraica los espacios estudiados son objetos definidos por un nimero finito de
ecuaciones (la finitud es una condicién natural). Es decir, los ideales que se consideran son los



1.4. Anillos y médulos noetherianos 21

generados por un numero finito de funciones. Los anillos cuyos ideales son finito generados se de-
nominan noetherianos. Como veremos los anillos que usualmente aparecen en Geometria Algebraica
y la Aritmética son noetherianos, de forma que estos anillos proporcionan el marco natural para
desarrollar su estudio.

De nuevo, serd natural comenzar estudiando los médulos finito generados, cuyos submoédulos sean
finito generados, en vez de limitarnos simplemente a los anillos cuyos ideales son finito generados.

1. Definicién: ! Un A-médulo M se dice que es un A-médulo noetheriano si todo submédulo suyo
(propio o no) es finito generado.

2. Definicién: 2 Un A-médulo M se dice que es noetheriano si toda cadena ascendente de submédulos
de M

My C My C--- M, C---
estabiliza, es decir existe m >> 0 de modo que M,,, = M, 41 = ---.

3. Proposiciéon: Las dos definiciones anteriores son equivalentes.

Demostracion. def' = def?: Sea una cadena ascendente de submédulos de M, M; C My C --- C
M, C---.

Sea M' = _OLCJ;MZ- C M. Como M’ es un submédulo de M, es finito generado. Escribamos

im

M' = (my,...,m;), con m; € M;;. Sea m el méximo de todos los i;. Entonces trivialmente se
obtiene que M’ = M,,,, luego My, = My = - -.

def? = def': Sea M’ C M. Sea m; € M’ y consideremos el submédulo de M, M; = (m;). Si
M, # M’ sea mo € M’ — M;. Consideremos el submédulo de M, My = (mq,ms). Repitiendo el
proceso, obtenemos una cadena de inclusiones estrictas

(mq) C {my,mg) C ---

que ha de ser finita, porque por la segunda definiciéon toda cadena estabiliza. Por tanto, existe un
m € N tal que (my,...,m,) =M.
O

4. Ejemplo: Los k-espacios vectoriales de dimensién finita son k-moédulos noetherianos.
5. Proposiciéon: Todo submddulo de un mdodulo noetheriano es noetheriano.

6. Proposicién: Todo cociente de un mddulo noetheriano es noetheriano.

Demostracion. Sea M noetheriano y 7: M — ]\4_/N un cociente. Dado un submédulo M € M/N,
tenemos que 7'M = (mq,...,m,). Por tanto, M = (m(my),...,7(m,)). O

7. Proposicién: Sea
0— My — My > My — 0

una sucesion exacta de A-mddulos. Se verifica que Mo es noetheriano < My y M3 son noetherianos.

Demostracion. =) Esto es lo que afirman las dos proposiciones anteriores.
<) Sea M' C M. El diagrama siguiente es conmutativo y las filas son exactas:

0 —— M'nM M’ (M) —— 0

N N N

0 —— M1 M2 M3 — 0
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Tenemos que M' N My = (mq,...,m,) y que 71(M') = (x(n1),...,7(ns)). Por tanto, tenemos la
igualdad M’ = (my,...,my,n1, ..., Ng).
O

8. Ejercicio: Probar que M y M’ son noetherianos si y sélo si M @ M’ es noetheriano.

9. Definicién: Se dice que un anillo es noetheriano si como A-mddulo es noetheriano, es decir si
todo ideal es finito generado, o equivalentemente, si toda cadena ascendente de ideales estabiliza.

10. Ejemplo: Los cuerpos, los anillos de ideales principales, como Z, k[x], son noetherianos.

Un ejemplo de anillo no noetheriano, es el anillo de funciones diferenciales en la recta real:

Sea I, el ideal de las funciones que se anulan en (—%, %), n € N. Tenemos que Iy C Iy C --- C
I, C --- es una cadena ascendente estricta de ideales en el anillo, luego no estabiliza. Por tanto, el
anillo no es noetheriano.

11. Corolario: Si A es noetheriano entonces todo A-mdédulo finito generado es noetheriano.

Demostracion. Si A es noetheriano A™ es un A-médulo noetheriano, por el ejercicio que sigue a
la proposicién 1.4.7. Ahora bien, como todo mdédulo finito generado es cociente de un libre finito

generado, concluimos que los médulos finitos son noetherianos.
O

Por tanto, sobre los dominios de ideales principales todo médulo finito generado es noetheriano.
12. Ejercicio: Si A es noetheriano Ag es noetheriano

13. Ejercicio: Demostrar que Q[z,z1,...,Zy,...]/((z —1)Zn){neny s localmente noetheriano pero
no es noetheriano.

1.5 Teorema de la base de Hilbert

1. Teorema de la base de Hilbert Si A es un anillo noetheriano entonces Alx] es un anillo
noetheriano.

Demostracion. Sea I C Alx] un ideal. Tenemos que ver que es finito generado:

Sea J C A el conjunto formado por los coeficientes de maximo grado de los p(x) € I. Es facil ver
que J es un ideal de A. Observemos para ello, que si p(x) = agz™+- - -+ an, ¢(x) = box™+- - -+ by, € I,
entonces z™p(x) + z"q(x) = (ag + bo)x" ™ + - -+ € I, luego si ag, by € J entonces ag + by € J.

Por ser A noetheriano, J = (by,...,b,) es finito generado. Asi, existen p1,...,p, € I cuyos
coeficientes de grado maximo son by, . . ., b, respectivamente. Ademads, multiplicando cada p; por una
potencia conveniente de x, podemos suponer que grp; = --- = grp,.. Escribamos grp; = m.

Dado p(z) = apax™ + -+ + a, € I. Supongamos que n > m. Escribamos ag = A1by + -+ + Avby,
con \; € A para todo i. Tenemos que p(z) — Y Njz" "p; € I 'y gr(p(x) — > Niz" " "p;) < grp(x).

Recurrentemente obtendré que

I=(p1,....pr)apw + IN{A+Az+ -+ A"}

Ahora bien I N {A+ Az + .-+ + Az™ 1} es un A-médulo finito generado ya que es submédulo de
{A+ Az + -+ Az™ 1}, que es un A-médulo noetheriano. En conclusién, si escribimos I N {A +
Ar+ -+ Az™ 1} = (q1,...,qs) A, tenemos que I = (p1,...,Pry Gy - - Qs)-

O
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2. Definicién: Dado un morfismo de anillos f: A — B se dice que B es una A-algebra. Se dice
que B es una A-dlgebra de tipo finito si existen &1,...,&, € B que generen A-algebraicamente B, es
decir, si el morfismo

« « {67 (e

A[xlv"'vxn] _’Ba § aah---,an‘fll"'xnn = E f(aala»--»an) 11 "'gnn
A1y, Qn A1y, 0n

es epiyectivo.

3. Corolario: Sea k un cuerpo. Toda k-dlgebra de tipo finito es noetheriana.

Demostracion. Todo cuerpo es un anillo noetheriano, luego k es noetheriano. Por el teorema de
la base de Hilbert k[z1] es noetheriano. De nuevo, por el teorema de la base de Hilbert, k[z1,x2]
es noetheriano. En conclusién k[z1,...,x,] es noetheriano y todo cociente k[z1,...,x,]/I también.
Luego toda k-algebra de tipo finito es noetheriana.

O

1.6 Espectro primo de un anillo

1. Definiciéon: Un ideal p % A, diremos que es un ideal primo de A, si cumple que si ab € p entonces
acpobenp.

Un elemento a € A, diremos que es un divisor de cero, si existe b € A, no nulo tal que ab = 0.
Diremos que un anillo es integro si el tnico divisor de cero es el cero. Por ejemplo, los cuerpos son
anillos integros.

2. Proposicion: Un ideal p % A es un ideal primo si y solo si A/p es un anillo integro.

Demostracion. Supongamos que p C A es un ideal primo. Si @-a’ = 0 en A/p entonces a-a’ = 0,

luego a - a’ € p. Por tanto, o a € p o a’ € p, luego o a =0 0 @ = 0. En conclusién A/p es integro.
Reciprocamente, supongamos que A/p es integro. Si a-a’ € p, entonces a-a’ = 0 en A/p. Por
tanto, a-a’ =0, luegoo @ =00 a = 0. Es decir, 0 a € p o @’ € p. En conclusién, p es un ideal primo.
O

3. Definicién: Diremos que un ideal m C A es maximal si los tinicos ideales que contienen a m son
£
my A

4. Proposicién: En todo anillo A # 0 existen ideales mazimales.

Demostracion. Esta es una aplicacién tipica del lema de Zorn (que puede evitarse en anillos noethe-
rianos). Sea X el conjunto de los ideales de A, distintos de A. En X podemos definir una relacién
de orden: decimos que un ideal I es menor o igual que otro I’ cuando I C I’. Observemos que toda
cadena de ideales, distintos de A tiene una cota superior: la unién de los ideales de la cadena (que es
distinto de A, pues el 1 no estd en ninguno de ellos, ni por tanto en la unién). El lema de Zorn nos
dice que existen elementos de X maximales, es decir, existen ideales maximales. O

Se dice que un ideal primo es minimal si no contiene estrictamente ningin ideal primo.
5. Ejercicio: En todo anillo A # 0 existen ideales primos minimales.

6. Corolario: Todo ideal I g A estd incluido en un ideal maximal.



24 Capitulo 1. Anillos

Demostracion. Sea m: A — A/I el morfismo de paso al cociente. En la correspondencia biunivoca

Ideales de A
que contienen a [

} = {Ideales de A/I}

J w(J)

() <——J

los ideales maximales de A que contienen a I se corresponden con los ideales maximales de A/I, que
no es vacio por la proposicién anterior. O

Un elemento a € A es invertible si y sélo si (a) = A (suponemos A # 0). Por tanto, a € A es
invertible si y s6lo si no estd incluido en ningiin ideal maximal. En particular, un anillo es un cuerpo
si y sélo si los tinicos ideales del anillo son el (0) y todo el anillo.

7. Proposicién: Un ideal m ; A es mazimal si y solo si A/m es un cuerpo. En particular, los

1deales maximales son ideales primos, por la proposicion 1.6.2.

Demostracion. A/m es cuerpo si y sélo si el inico ideal maximal es el (0). Que equivale a decir que
el tnico ideal maximal que contiene a m es m, es decir, que m es maximal. O

8. Definicién: Sea k un cuerpo. Sii: k — A es un morfismo de anillos diremos que A es una

k-algebra. Seguiremos la notacién i(\) o A. Si Ay B son k-algebras, diremos que un morfismo

¢: A — B de anillos es un morfismo de k-algebras si ¢(\) = A, para todo A € k.

9. Definicién : Diremos que un ideal m de una k-dlgebra A es racional, si A/m ~ k (como k-élgebras).
En particular, los ideales racionales son maximales.

10. Proposicién: Un ideal m de k[z1,...,x,] es racional si y sélo si m = (x1 — aq,..., Ty — Qp),
a; € k para todo 1.

Demostracion. Sea m = (1 — aq,...,T, — Q). Veamos que m es racional. El nicleo del morfismo
de k-algebras k[z1,...,x,] — k, p(z1,...,2,) — p(a1,...,q), es m (como puede comprobarse).
Ademés el morfismo es epiyectivo, luego k[xy, ..., z,]/m ~ k.

Reciprocamente, sea un isomorfismo ¢: k[z1,...,z,]/m ~ k de k-dlgebras. Consideremos la com-
posicién

[
k[, .. an] = klzy, ..., o, /m =k

donde 7 es el morfismo de paso al cociente. Sean a; = ¢(Z;). Por tanto, ¢ o m(p(x1,...,2,)) =
p(ai,...,a,). Porunlado, como hemos visto més arriba, se cumple que Ker(gom) = (1 —aq, ..., 2,—

ay). Por otro lado, Ker(¢ o) = (¢ o m)~1(0) = 77 1(¢71(0)) = 7#~1(0) = m. En conclusién,
m= (1‘1 —01,...,Tp —Ozn).
O
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Asf pues, existe una correspondencia biunivoca entre los ideales racionales de k[z1,...,2,] y los
puntos (a1, ...,a,) del espacio afin A, (k). Es decir, si “pensamos” k[z1,...,z,] como las funciones
algebraicas del espacio afin A, (k), el modo de recuperar A, (k) a partir de k[z1, . .., x,] es considerando
sus ideales racionales. En general, por las razones esbozadas en la introducciéon, dado un anillo
consideraremos el espacio formado por el conjunto de todos los ideales primos (y no sélo los ideales
racionales).

11. Proposicién: Sea A = k[z1,...,z,)/T e I = (p1(x1,...,Zn)s- o, Pm(T1, ..., 2,)). Se cumple
que los puntos racionales de Spec A se corresponden biyectivamente con las soluciones del sistema de
ecuaciones

pl(zla"'axn) = Oa"'apm(zla"'vxn) =0
Demostracion. Dar un punto racional de A equivale a dar un morfismo de k-algebras A — k, lo

cual equivale a un morfismo de k-dlgebras k[z1,...,2,] — k que se anule sobre I. Se concluye
inmediatamente. O

12. Definicién: Se llama espectro primo de un anillo A al conjunto Spec A de sus ideales primos.

Notacién: Un ideal primo lo denotaremos por z cuando lo consideremos como elemento de Spec A,
y por p, cuando lo consideremos como ideal de A.

Llamaremos funciones a los elementos del anillo A y puntos a los elementos de Spec A. Diremos
que una funcién a € A se anula en un punto x € Spec A cuando a € p,, es decir, cuando 0 = a € A/p,
(suele denotarse a(z) = a € A/p,). Como p, es un ideal primo se verifica:

1. La funcién 0 se anula en todos los puntos de Spec A.
2. Si dos funciones se anulan en un punto x, su suma también.
3. Si una funcién se anula en un punto z, sus multiplos también.

4. Si un producto de funciones se anula en un punto z, algiin factor se anula en z.

13. Definicién: Sea A un anillo. Si f € A, llamaremos ceros de la funcién f al subconjunto
(f)o C Spec A formado por todos los puntos donde se anule f. Llamaremos ceros de un ideal I C A
al subconjunto de Spec A formado por los puntos donde se anulen todas las funciones de I y lo
denotaremos (I)g, es decir,

Ideales primos p, C A
(o= N (flo=
fel tales que I C p,

14. Ejercicio: Probar que una funcién f € A es invertible si y sélo si no se anula en ningiin punto
de Spec A. Probar que p(z,y) se anula en el ideal primo m, g = (z — o,y — B) C klz,y] si y sélo si
p(a, B) = 0.

15. Proposicién: Se verifican las siguientes igualdades:

1. (0)0 = SpecA Yy (A)o = @

2. (%fj)o = jQJ<Ij)0'
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Demostracion. Todas las igualdades son de demostraciéon inmediata, salvo quizas la 3. Para ésta,
basta probar que (I3 N I2)g = (I1)o U (I2)o. Vedmoslo:
Obviamente, (I1 N1I2)g 2 (I1)o U (I2)g. Veamos la otra inclusién: Sea x € (I1NIz)o. Six ¢ (I1)oy
x ¢ (I2)o, entonces existe f1 € Iy y fa € Is que no se anulan en x, luego fi - f2 no se anula en z. Pero
como fi - fa € I; N I3 llegamos a contradiccién con que x € (I3 N Iz)g. Por tanto, z € (I1)o U (I2)o y
(I N I3)o € (I1)o U (I2)o-
O

16. Ejercicio: Demostrar que (I - Is)o = (I1)o U (I2)0, donde denotamos por Iy - Is = {> a;b; | a; €
11, b, S 12}.

17. Definicién : Llamamos topologia de Zariski de Spec A, a la topologia sobre Spec A cuyos cerrados
son los ceros de los ideales de A.

La proposiciéon anterior nos dice que la topologia de Zariski es efectivamente una topologia.
18. Ejercicio: Determinar los puntos y la topologia de SpecZ.

Dado un punto x € Spec A y un cerrado C = (I)g, si « ¢ C existe f € I C A que no se anula en
x, “las funciones de A separan puntos de cerrados en Spec A”.

Dada una inclusién I; C I de ideales se tiene que (I1)g 2 (I2)p. Dado un cerrado C se verifica
que C = (I)o, donde I es el ideal de todas las funciones que se anulan en C: Obviamente C' C (I)o.
Por otra parte C' = (J)o para algin ideal J C A. Tenemos que las funciones de J se anulan en C,
luego J C I. Por tanto, C' = (J)o 2 (I). Hemos concluido.

Si bien, C' = (I)g, donde I es el ideal de todas las funciones que se anulan en C, pueden existir
ideales J ; I tales que C' = (I)g = (J)o. Por ejemplo, (4)g = (2)o C SpecZ.

Dado un subconjunto Y de Spec A, denotamos por Y el cierre de Y en Spec A.

19. Proposicién: Dado x € Spec A se verifica que T = (py)o. En particular, Spec A es un espacio
topolégico Ty (puntos distintos tienen cierres distintos) y un punto x es cerrado si y sélo sip, es un
tdeal mazimal.

Demostracion. El cierre de x, T serd de la forma Z = (I)g, para cierto ideal I C A. Obviamente,
como z € Z, tenemos que I C p,. Por tanto, (p,)o C (I)p. Ahora bien, (I)g es el menor cerrado que
contiene a 'y & € (pz)o, luego (pz)o = (I)o = T.

O

20. Definicién: Diremos que un espacio topolégico es irreducible cuando no pueda descomponerse
como unién de dos cerrados estrictamente menores. Llamaremos componentes irreducibles de un
espacio topolégico a los subespacios irreducibles maximales de X, es decir, los subespacios irreducibles
no contenidos estrictamente en otro subespacio irreducible.

El cierre de un subespacio irreducible es irreducible, en particular las componentes irreducibles de
un espacio son cerradas.

21. Proposicion: Cada cerrado irreducible del espectro de un anillo es el cierre de un unico punto,
llamado punto genérico de tal cerrado. En particular, las componentes irreducibles de Spec A son los
cierres de los puntos definidos por los ideales primos minimales de A.

Demostracion. Sea C' un cerrado irreducible. Sabemos que C' = (I)g, donde I es el ideal de todas las
funciones que se anulan en C'.
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Basta ver que I es primo, porque si I = p, entonces (I)g = Z. Si f-g € I, es decir, f - g se anula
en C, entonces

C=Cn(fg)o=Cn((foU(g))) = (CN(fo)U(CNI(g)o)

luego, o bien f se anula en C, o bien g, porque C' es irreducible. Es decir, o bien f € I, o bien g € I.
O

22. Ejercicio: Calcular las componentes irreducibles de Spec k[z, y]/(zy).

23. Ejemplo: Los ideales primos de k[z] son los ideales (p(z)), con p(x) primo o irreducible y el
ideal (0). Si k = C, los ideales primos de Clx] son my = (z — «), @« € Cy (0). Asi que los ideales
primos maximales de C[z] se corresponden con los puntos de una recta afin. De aqui que se siga la
notacién Spec C[z] = A1(C). En resumen

{ Puntos cerrados: o = (z — «), con a € C.
Spec Clz] = .
Punto “genérico”: g = (0).

En general, si k es un cuerpo, diremos que Spec k[z] es la recta afin sobre k.

Dado un ideal (p(z)) los ceros de (p(x)) se corresponden con las raices de p(z), salvo cuando
p(x) = 0, en este caso los ceros es todo el espectro. Por tanto, los cerrados de la topologia de Zariski
de SpecC|x], a parte del vacio y el total, son los conjuntos finitos de puntos cerrados (de la recta
afin).

24. Ejemplo: Sea X = [0,1] C Ry C(X) el anillo de funciones reales continuas definidas sobre
X. Dado un punto p € X, el ideal m, de funciones que se anulan en p es un ideal maximal, porque
C(X)/m, ~R, f+— f(p).

Veamos el reciproco: dado un ideal maximal m C C(X), si m # m, para todo p € X, entonces
para cada p € X existe una funcién f, € m que no se anula en p, luego tampoco en un entorno U, de
p. Como X es compacto, un numero finito Up, ,...,U,, recubren X. Por tanto, f = fgl + -4+ p2n
no se anula en ninguin punto de X, luego es invertible y f € m, contradiccién.

Si denotamos por Spec,, A el subespacio de Spec A formado por los ideales primos maximales, es
facil comprobar que la biyeccién

X =—— Spec,, C(X), pr—m,

es un homeomorfismo. Dado un ideal I, denotemos (I)§* = (I)p N Spec,, A. Bien, a través de la
igualdad anterior, se cumple que {x € X, tales que f(x) =0, para toda f € I} = (I)§".

25. Teorema: Fl espectro primo de un anillo es un espacio topoldgico compacto.

Demostracion. Sea C; = (I;)o una familia arbitraria de cerrados de Spec A. Si NC; = 0 entonces
J
0= ?(Ij)o = Lo
J

Por tanto, ) I; = A. Luego 1 = f; +--- + f, para ciertas fi € I;,,..., f, € I;,. Luego, de nuevo

J
L+ 4L, =Ay
(Lj)oNn N (L, )o=0

es decir, Cj, N---NCj, =0y Spec A es compacto.



28 Capitulo 1. Anillos

26. Proposicién : Si A es un anillo noetheriano, entonces Spec A es un espacio topoldgico noet-
heriano. (Un espacio topoldgico se dice que es noetheriano si toda cadena descendente de cerrados
estabiliza).

Demostracion. Sea C1 O Cy O --- D (), D --- una cadena descendente de cerrados. Sean I; los
ideales de funciones que se anulan en C;. Luego (I;)g = C; y tenemos la cadena

LCLC---CL,C---

Cadena que estabiliza por ser A noetheriano. Es decir, existe m € N de modo que I, = I, =---.
Luego, Cm =Umy1=""".
O

27. Ejercicio: Demostrar
1. Todo espacio topoldgico noetheriano es compacto.
2. Todo abierto de un espacio topolégico noetheriano es noetheriano.

3. Llamemos cerrado irreducible a todo cerrado que no es unién de dos cerrados propios. Todo
espacio topoldgico noetheriano es unién de un numero finito de cerrados irreducibles.

28. Ejercicio: Probar que en un anillo noetheriano el nimero de ideales primos minimales es finito.

Sea j: A — B un morfismo de anillos. Si J es un ideal de B, entonces j~1(J) := {a € A: j(a) € J}
es un ideal de A. Es facil comprobar que si p es un ideal primo de B entonces j~(p) es un ideal
primo de A. Obtenemos asi una aplicacién natural

j*: Spec B — Spec A, j*(p) =j""(p)
29. Teorema: La aplicacion inducida en los espectros por cualquier morfismo de anillos es continua.
Demostracion. Consideremos los morfismos
J
A——>B

Spec A <—— Spec B
J

Sea (I)g C Spec A un cerrado. Entonces
71 ((1)o) = {z € Spec B: j*(x) € (I)o} = { € Spec B: j~'(p,) 2 I}
= {z € SpecB: p, 2 (1)} = ((i(1)))o

y concluimos que j* es continua.
O

30. Ejercicio: Sea X =[0,1] C Ry C(X) el anillo de las funciones reales continuas definidas en X.
Probar que la aplicacion

Homcont.(X>X> - Homealg(C(X)a C(X))a ¢ — ¢*: f — f o ¢

es biyectiva (usar el ejemplo 1.6.24 y que todo morfismo C(X) — C(X) induce un morfismo entre los
espectros).



1.6. Espectro primo de un anillo 29

31. Teorema: Sea I un ideal de A. Consideremos los morfismos naturales
A—T—AJI a—->a
Spec A <~ Spec A/I
Se verifica que T es un homeomorfismo de Spec A/I con su imagen, que es el cerrado (I)o.

Demostracion. Los ideales primos de A/T se corresponden con los ideales primos de A que contienen
a I. Explicitamente,

que contienen a [

Ideales primos de A
{ PH } ——— {Ideales primos de A/I}

p m(p)

7 (p') p

que es justamente el morfismo

Spec A D (I)o A Spec A/T

Lo que demuestra la biyecciéon buscada. Sabemos que 7* es continua, para ver que la biyeccién es
un homeomorfismo, nos falta probar que 7* es cerrada. Igualmente, los ideales primos de A/I que
contienen a un ideal .J, se corresponden con los ideales primos de A que contienen a 7~*(J). Es decir,
7*((J)o) = (7~1(J))o. Por tanto, 7* es cerrada.

O

32. Ejercicio: Sea Y un subespacio cerrado de un espacio topolégico X. Probar que el subconjunto,
del anillo de funciones reales continuas C(X) de X, formado por las funciones que se anulan en Y
es un ideal, I. Si X es un espacio topoldgico normal probar que C(X)/I ~ C(Y) (recuérdese que
el teorema de extension de Tietze afirma que toda funcién continua sobre un cerrado Y admite una
extensién continua a todo X).

33. Corolario: Spec(A x B) = (Spec A) [[(Spec B).
Demostracion. Consideremos en el anillo A x B los ideales I = Ax0, J =0xB. ComoI+J =AxB
y I NJ = 0, tomando ceros tenemos (I)g N (J)g = 0y (I)o U (J)o = Spec(A x B). Es decir,
Spec(A x B) = (I)o [1(/)o-

Para concluir basta observar que, de acuerdo con el teorema anterior,

(I)o = Spec(A x B)/I = Spec B
(J)o = Spec(A x B)/J = Spec A

O

Explicitamente, los ideales primos de A x B son de la forma p x B o A x g, donde p es un ideal
primo de A y q es un ideal primo de B.
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34. Ejercicio: Sean X e Y espacios topolégicos y consideremos el espacio topolégico X [[Y. De-
mostrar que

cxJ[y)=cx)xc(y)

Justificar la frase “A x B es el anillo de funciones de Spec A ][ Spec B”.

1.7 Formula de la fibra

Nuestro primer objetivo es mostrar que el proceso algebraico de division se va a corresponder con el
proceso topoldgico de localizacién.

Dado un morfismo de anillos j: A — B, cuando no cause confusién, seguiremos las siguientes
notaciones: dado un ideal J de B, escribiremos j~1(J) = J N A, dado un ideal I de A escribiremos
() =4)-B=1-B.

1. Teorema: Consideremos el morfismo j: A — Ag, a — {, de localizacion por S. La aplicacién
inducida j*: Spec As — Spec A establece un homeomorfismo de Spec Ag con su imagen, que estd
formada por los puntos donde no se anula ninguna funcién de S':

Spec Ag = {ideales primos de A que no cortan a S}
pm

Demostracion. Consideremos el morfismo de localizacién j: A — Ag.
Las asignaciones

Spec Ag === {Ideales primos de A que no cortan a S} C Spec A
p’ a p'nA
p-As p

estan bien definidas y son inversas entre si, sin mas que comprobar:

1. Si p’ es un ideal primo de Ag entonces p’ N A es un ideal primo de A que no corta con S y

(PNA)-As =y

2. Si p es un ideal primo de A que no corta con S entonces p - Ag es un ideal primo de Ag y
(p-As)NA=p.

Para ver que esta biyeccién es un homeomorfismo basta observar que j*((%)o) = j*(({)o) =
(a)o NIm j*.
O

Notacién: Sea A un anillo. Si f € A, denotaremos Ay la localizacién de A por el sistema
multiplicativo S = {1, f, f2,..., f*,... ..

Si x es un punto de Spec A, denotaremos por A, la localizacién de A por el sistema multiplicativo
S=A-p,.
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2. Corolario: El espectro de A es igual Spec A — (f)o:
Spec Af = Uf

Demostracion. Por el teorema anterior, Spec A¢ se corresponde con los ideales primos p, de A que
no cortan con S = {1, f, f%,..., f",...}. Que equivale a decir que Spec Ay se corresponde con los
ideales primos p, de A que no contienen a f, es decir, Uy. O

3. Ejercicio: Sea C(R") el anillo de funciones reales continuas sobre R™. Sea U un abierto de
R™, C(U) el anillo de funciones reales continuas sobre U y S el sistema multiplicativo formado por
las funciones que no se anulan en ningin punto de U. Probar que existe un isomorfismo natural

C(R™)g = C(U). (Pista: Sea d la funcién distancia. Dada h € C(U), s(x) = ff;;’(;)) no se anula en

U, sy f =h-s son restriccion de funciones continuas de R" y h = %)

4. Corolario: Los ideales primos de A, se corresponden con los ideales primos de A contenidos en
pe. En particular, A, tiene un unico ideal mazimal, que es p, - A, .

Demostracion. Spec A, se corresponde con los ideales primos de A que no cortan con A — p,. Es
decir, con los ideales primos de A contenidos en p,. O

5. Definicién : Los anillos con un unico ideal maximal se les denomina anillos locales.

“Podemos decir que el anillo de funciones que consideramos en Uy = Spec Ay es Ay. Si S es
el sistema multiplicativo de las funciones de A que no se anulan en ningin punto de Uy, el lector
puede probar que Ay = Ag. Como es de desear, estamos diciendo que las funciones de Uy, son los
cocientes a/b de funciones de Spec A, donde b es una funcién que no se anula en ningin punto de Uy.
Dado un punto z, es usual no querer fijar la atencién en un entorno dado de x, sino considerar un
entorno lo suficientemente pequeno, luego las funciones que no se anulan en x pasan a ser invertibles
y consideraremos por tanto el anillo A,. Asi pues, A, recoge el concepto impreciso de funciones en
un entorno suficientemente pequeno de z”.

6. Definiciéon: Dado un anillo A, llamaremos radical de A al ideal formado por el conjunto de los
elementos nilpotentes de A, es decir, si denotamos por rad A al radical de A, entonces

rad A= {a € A: " =0, para algin n € N}

7. Corolario : Fl radical de un anillo coincide con la interseccion de todos los ideales primos del
anillo:

radA= N
rESpec pr

Es decir, una funcion es nilpotente si y solo si se anula en todo punto del espectro.

Demostracion. Si f € A es nilpotente, i.e., f = 0 para un n € N, entonces f ha de pertenecer a todo

ideal primo de A. Luego rad A C Sﬂ Apz.
xresSpec
Sea ahora f € A Por el corolario 1.7.2, Spec Ay = (). Por tanto, Ay = 0, es decir, 1 = 2.
reSpec
Luego existe un f* € {1, f,f?,...}, de modo que f*-(1-1—0-1) = 0. Entonces f* =0y f es
nilpotente. En conclusién rad A D Sﬂ pr y hemos terminado. O
xresSpec

8. Definicién: Sea I C A un ideal. Se llama radical de I, que denotaremos por r(I) a la interseccién
de todos los ideales primos que contienen a I.
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Si m: A — A/I es el morfismo de paso al cociente entonces 7w~ !(rad(A/I)) = r(I). Porque

—1 -1
N = N = N .
T (wESpecA/IpI) :rESpeCA/ITr (pz) ICClqu

Por tanto, por 1.7.7, a € r(I) si y sélo si existe un n € N tal que a™ € I.

9. Corolario: Sea A un anillo noetheriano. Si I es un ideal radical, es decir, I = r(I) si y sdlo si
I es la interseccion de un niumero finito de ideales primos.

Demostracion. Se cumple que el radical conmuta con intersecciones finitas, es decir, r(IyN---NI,))
r(Iy)N---r(l,). SiI=piN---Npy, con p; ideales primos entonces r(I) = r(p1) N---Nr(py) =
prN---Np,=1.

Reciprocamente, r(I) es la interseccién de todos los ideales primos que contienen a I. Ahora bien,
los ideales primos minimos {p;} con la condicién de contener a I son un nimero n finito, porque
p; C A/I son justamente los ideales primos minimales de A/I, que son un nimero finito. Por tanto,
r(I)=p1N--Npy.

O

Dado un morfismo de anillos j: A — B y un sistema multiplicativo S C A, escribiremos Bg =
Bj(s). Igualmente, dado un ideal primo p, de A, escribiremos B, = Bj(a_p,)-

10. Férmula de la fibra : Sea j: A — B un morfismo de anillos y j*: Spec B — Spec A el
morfismo inducido. Dado un punto x € Spec A se verifica

j*_l(x) = Spec B, /p.. - B,

Si p, es un ideal primo minimal se verifica j*~'(x) = Spec B,.
Si p es un ideal primo mazximal se verifica j*fl(:c) = Spec B/p, - B.

Demostracion.

j*_l(x) ={yeSpecB:p,NA=p,}
={yeSpecB:p,NACp,yp, CTp,NA} (%)
={y e SpecB: (p,NA)N(A—p,)=0yp, Cp,NA}
= {y €Spec B: p, Nj((A—pa)) =0y i(pa) S py}
= {y € Spec B : ](pz) Cc py} = SpeCBm/px - B,

Las dos afirmaciones siguientes de la proposicién, se deducen de que en (*) podemos prescindir
de una de las dos condiciones, en la primera afirmaciéon de la segunda condicién y en la segunda

afirmacién de la primera condicién.
O

Observemos que las fibras pueden ser vacias, pues si un anillo C' = 0 entonces Spec C' = ().

11. Ejemplo: Calculemos Spec C[z,y|. Consideremos el morfismo i: C[z] — C[z,y],p(z) — p(x) y
sea i*: SpecClz,y] — Spec C[z] el morfismo inducido en los espectros. Cada punto de Spec C[z, 3]
estd en la fibra de un tnico punto de Spec Clz], asi que vamos a calcular tales fibras.
Los ideales primos de C[x] son el ideal (0) y los ideales maximales m,, = (z — a). Segun la férmula
de la fibra
"~ (@) = Spec Clz, y] /mo Clz, y] = Spec Clar, y]/(x — o)

Ahora bien, Clz,y]/(z — a) ~ Cly|, * — «a,y — y. Luego,
i*~!(a) = SpecCly] = {(y — B), (0) con B € C}
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que se corresponden con los ideales primos de C[z,y], (z — o,y — 8), (x — ).
Sélo nos falta calcular la fibra de (0) = p,

i*~(g) = Spec Cz, y]ca)—(0) = Spec C(x)[y]

Los ideales primos no nulos de C(x)[y] estdn generados por un polinomio irreducible con coeficientes
en C(z) de grado mayor o igual que 1 en y. Por el Lema de Gauss se corresponden con los polinomios
p(z,y) € Clz,y] irreducibles de grado mayor o igual que 1 en y. Por tanto, i*~*(g) est4 formado por
los ideales primos (p(z,y)), (0) (donde p(z,y) es un polinomio irreducible de grado mayor o igual que
1 en y)

En resumen, los puntos de Spec Clz, y] =, As(C) son

1. Los puntos cerrados («, 3), es decir, los ideales primos (z — o,y — ).

2. Los puntos genéricos de las curvas irreducibles (p(z,v))o = p(z,y) = 0, es decir, los ideales
primos (p(z,y)), p(z,y) irreducible.

3. El punto genérico del plano afin (0)g = A2(C), es decir, el ideal primo (0).

12. Ejemplo: Calculemos SpecC[z,y]/(¢(x,y)). Consideremos la descomposicién en producto de
polinomios irreducibles ¢(z,y) = ¢1(z,y)™ - - - g-(x,y)™, que no difieran en factores constantes. Te-

nemos que Spec Cla, y)/(a(xy)) = (a(a,y))o = U (a:(x,y))o que son:

1. Los ideales maximales (z — a,y — ) tales que (¢(z,y)) C (x — o,y — ). Es decir, con otras
notaciones, los puntos (a, 3) tales que ¢(«, 3) = 0.

2. Los puntos genéricos de las curvas irreducibles ¢;(x,y) = 0.

1.8 Problemas
1. Demostrar que C[z,y]/(z) ~ C[y]. Probar que Clx,y,2]/(y — 22,9> + 23) ~ Clx, 2] /(2® + 23).

2. Sea A un anillo y S C A un sistema multiplicativo de A. Los elementos de S son invertibles en
A siy sélo si el morfismo de localizacién A — Ag es un isomorfismo.

3. Sea f: A — B un morfismo de anillos y S C A un sistema multiplicativo. Si f(S) son elementos
invertibles de B entonces existe un tinico morfismo fgs: Ag — B tal que f sea la composicién

de los morfismos A — Ag s B.
4. Probar que (Ag)s: = Ag.g/-
5. Probar que k[z,y]/(zy — 1) ~ k[z]1 4 42,
6. Probar que Clz]|g[;—o =~ C(z). Probar que Z[z]z5— 0y = Q(z).

7. Probar que el morfismo de localizacién i: A — Ag es un isomorfismo si y sélo si i*: Spec Ag —
Spec A es un homeomorfismo. Pruébese que si Spec Ag = Spec Ag: (en Spec A) entonces Ag =
AS/-

8. Probar que A14m, = As.



34 Capitulo 1. Anillos
9. Sean N,N’ submdédulos de M, tales que M = N + N’. Probar que M es noetheriano si y sélo

si N,N’ son noetherianos.

10. Sean N,N’ submddulos de M, tales que N N N’ = 0. Probar que M es noetheriano si y sélo si
M/N,M/N' son noetherianos.

11. Sea M un A-mdédulo noetheriano y N un A-mdédulo finito. Probar que Homu4 (N, M) es un
A-médulo noetheriano.

12. Sea M un A-mdédulo noetheriano. Probar que A/ Anul(M) es un anillo noetheriano.

13. Probar que si M es un A-mddulo noetheriano entonces M{z] es un Afz]-médulo noetheriano.

14. Probar que si A[z] es noetheriano entonces A es noetheriano.

15. Probar que si Spec A = UU,,, un A-médulo M es noetheriano si y sélo si M,, son A,,-médulos
noetherianos para todo il.

16. Probar que k[[z]] es un anillo noetheriano.

17. Demostrar que ﬁZ no es un anillo noetheriano.

18. Sea A un anillo noetheriano. Probar que existe un n € N de modo que (rad A)™ = 0.

19. Sea A un anillo noetheriano, e I C A un ideal. Probar que existe un n € N de modo que
r(I)™ C 1.

20. Sea A un anillo noetheriano y sea f = io:aixi € Al[z]]. Demostrar que f es nilpotente si y sélo
si cada a; es nilpotente. =

21. Calcular SpecZ/6Z, Spec(C[z,y]/(y? — 23))..

22. Calcular Spec Z[z], Spec Z[\/5)].

23. Calcular SpecR[z, y].

24. Si Spec A es la unién disjunta de dos abiertos Uy, Uy probar que U; = Spec Ay, .

25. Sean I,I’ C A dos ideales. Probar que (I)g = (I')g siy sélo si r(I) = r(I").

26. Probar que los elementos de los ideales primos minimales de un anillo son divisores de cero
(Pista: localicese en los ideales primos minimales).

27. Probar que si f: A < B es un morfismo de anillos inyectivo entonces f*: Spec B — Spec A es
una aplicacién continua densa.

28. Probar que la interseccién de dos rectas paralelas (ax + by + ¢)o, (ax+by+c')o (¢ # ) es vacia.

29. Dado i: Clx] — Clz,y]/(y*> — 2% + %), calcular el morfismo i*: Spec Clz,y]/(y* — 22 + 23) —
Spec C[z], calcular las fibras de i*.

30. Calcular el morfismo f: Clz,y]/(x — 1) — C[z,y]/(y — 23) que en espectros aplica cada punto

(cerrado) (a, B) de la ctibica y = 2® en el punto de la recta x = 1 que se obtiene como corte de

la recta que pasa por el origen y (o, 3), con la recta z = 1.



Capitulo 2

Variedades algebraicas afines

2.1 Introduccion

Entendamos ahora las nociones de variedad y subvariedad desde un punto de vista puramente geomé-
trico, es decir, como el conjunto de soluciones sobre un cuerpo algebraicamente cerrado, de un sistema
de ecuaciones algebraicas. Queremos probar el teorema fuerte de los ceros de Hilbert, que dice que hay
una correspondencia biunivoca, “salvo nilpotentes”, entre los ideales del anillo de funciones algebraicas
de una variedad algebraica y las subvariedades de las variedad algebraica. La descomposicién primaria
en anillos noetherianos, nos permitira decir con todo rigor, que los ideales del anillo de funciones
algebraicas de una variedad se corresponden con los conjuntos de funciones del anillo que se anulan en
ciertas subvariedades algebraicas de la variedad y verifican ciertas condiciones infinitesimales a lo largo
de un nimero finito de subvariedades de las subvariedades. En conclusion, tenemos una comprensiéon
geométrica acabada de los ideales, es decir, de los sistemas de ecuaciones algebraicas.

El teorema central, que usaremos para la demostracién del teorema de los ceros de Hilbert y
el desarrollo de la teoria de la dimensién, serd el lema de Noether, que afirma que toda variedad
algebraica se proyecta con fibras finitas en un espacio afin. Esto nos llevard a estudiar con mayor
profundidad los morfismos finitos.

2.2 Morfismos finitos

1. Definicién: Un morfismo de anillos f: A — B se dice que es finito si B es un A-médulo finito,
con la estructura natural de A-médulo que define f en B (a-b:= f(a)-b). En este caso, también se
dice que B es una A-dlgebra finita.

2. Proposicion: La composicion de morfismos finitos es finito.

Demostracion. Sean A ™% B ™% o Eg decir, B= Aby +---+ Ab, y C = Bcy + - - - + Beyy,. Luego,

C=(Aby+ -+ Aby)er + -+ + (Aby + -+ Aby)em = Y Abic;
i=1,j=1

En conclusién, A — C' es un morfismo finito.

35
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3. Proposicién : Si A — B es un morfismo finito y A — C un morfismo de anillos, entonces
C=A®4C — B®aC es un morfismo finito. “Los morfismos finitos son estables por cambio de
base”.

Demostracion. Inmediato. O

4. Corolario: Si A — B es un morfismo finito, entonces As — Bg y A/I — B/I-B son morfismos
finitos

5. Definicién: Sea A — B un morfismo de anillos. Se dice que b € B es entero sobre A si verifica
una relacién del tipo
b 4+ ab" P+ 4a, =0, cona; € A

El teorema de Hamilton-Cayley para los endomorfismos de espacios vectoriales también es cierto
para los endomorfismos de mddulos. Con precisién, sea M = (mg,...,m,) un A-médulo finito

generado, f: M — M, f(m;) = > a;;m; un endomorfismo de A-médulos; si p.(x) es el polinomio

J
caracteristico de la matriz (a;;), entonces p.(f) = 0. En efecto, consideremos la matriz B = (z;;)
de coeficientes variables y el polinomio caracteristico P.(X) de esta matriz. P.(X) es un polinomio
con coeficientes en Z[z;;] C Q(z;;). Por el teorema de Hamilton-Cayley P.(B) = 0. Por tanto,
especializando a x;; = a;;, tendremos que p.(f) = 0.

6. Proposicién: Sean f: A — B un morfismo de anillos y b € B. Denotemos A[b] = {p(b) € B,
para p(x) € Alx]}. El morfismo A — A[b] es finito < b es entero sobre A.

Demostracion. =) Consideremos el endomorfismo de A-médulos

Ap] -2 A[p]

p(b) — p(b) - b

Si (a;;) es una matriz asociada a -b en un sistema generador de A[b], entonces el polinomio caracteristico
de (a;;) anula a -b, luego anula a b, luego b es entero sobre A.

<) Sea p(z) un polinomio ménico de grado n con coeficientes en A que anula a b. Entonces
A[b] es un cociente de A[z]/(p(z)). Como A[z]/(p(z)) es un A-médulo generado por 1,...,z2" ! se
concluye. O

Observacién: Para la demostracién de =) sélo es necesario suponer que A[b] estd incluido en una
A-algebra finita.

7. Ejemplo: Si « es una raiz n-ésima de la unidad, entonces Q — Q(«) es un morfismo finito.

8. Ejemplo: El morfismo Speck[x,y]/(y?> — 2% + 2®) — Spec k[z] definido por (a, 3) — «a es un
morfismo finito.

9. Proposicién: Sea f: A — B un morfismo de anillos. El conjunto de elementos de B enteros
sobre A forman una A-subdlgebra de B.

Demostracion. Sean by,ba € B enteros sobre A. Tenemos que A — A[by] es un morfismo finito, y
Alb1] — Alb1, b2] es un morfismo finito porque si by verifica una relacién entera con coeficientes en A,
en particular la verifica con coeficientes en A[b;]. Por tanto, por la proposicién 2.2.2, A — A[by, ba] es
un morfismo finito. Luego, por la observacién anterior, todo elemento p(by,b2) € Alby, bs] € B, con
p(z,y) € Alx,y], es entero sobre A.

O



2.2. Morfismos finitos 37

10. Definicién: Diremos que un anillo integro A es integramente cerrado en su cuerpo de fracciones
Y., si todo elemento de ¥ entero sobre A pertenece a A. También se dice que A es un anillo normal.
Se dice que un morfismo de anillos A — B es entero si todo elemento de B es entero sobre A, es
decir, si B es unién de A-subdlgebras finitas.
Sea A — B un morfismo inyectivo de anillos. Llamaremos cierre entero de A en B al subanillo de
B formado por todos los elementos de B enteros sobre A.

Dejamos que el lector pruebe que el cierre entero de un anillo integro en su cuerpo de fracciones
es un anillo integramente cerrado.

11. Ejercicio: Demostrar que Z es un anillo integramente cerrado en Q.

12. Proposicién: Si f: A — B es un morfismo finito e inyectivo, entonces el morfismo inducido
f*: Spec B — Spec A es epiyectivo.

Con mayor generalidad, si f: A — B es un morfismo entero e inyectivo, entonces el morfismo
inducido f*: Spec B — Spec A es epiyectivo

Demostracion. Supongamos que f es un morfismo finito. Dado z € Spec A, el morfismo A, — B, es
finito e inyectivo. Por Nakayama, p, B, # B, luego Spec B,,/p, B, # (). Es decir, la fibra de x es no
vacia, luego f* es epiyectivo.

Ahora ya, si B es entero sobre A, entonces B, /p,B,; # 0 porque si B, /p.B, = 0, para alguna
subdlgebra finita B; se verificard que (B;)./p(Bi)z = 0 y llegaremos a contradiccién con el parrafo
anterior. De nuevo, tenemos que la fibra de x es no vacia y f* es epiyectivo. O

13. Definicién: Llamaremos dimensién de Krull de un anillo A, al supremo de las longitudes de las
cadena de ideales primos de A, o equivalentemente, al supremo de las longitudes de las cadenas de
cerrados irreducibles de Spec A. Denotaremos a la dimensién (de Krull) de A por dim A. Llamaremos
dimensién de Spec A a la dimensién de Krull de A.

14. Ejercicio: Demostrar que la dimensién de Krull de Z y k[z] es uno y la de C[z,y] dos.

15. Proposiciéon: Toda k-dlgebra finita e integra es cuerpo.

Demostracion. Sea A una k-algebras finita integra. Dado a € A no nula, la homotecia A > A, b — b-a
es inyectiva, por ser A integra. Por tanto, por dimensiones, es isomorfismo. Luego a es invertible y A
es cuerpo. O

16. Proposicién: El espectro de una k-dlgebra finita es un nimero finito de puntos cerrados.

Demostracion. Las k-algebras finitas son anillos noetherianos luego tienen un nimero finito de ideales
primos minimales. Si hacemos cociente por un ideal primo minimal obtenemos una k-algebra finita
integra, luego es un cuerpo por la proposicién anterior. Por tanto, los ideales primos minimales son
maximales y hemos concluido. O

17. Teorema: Sea f: A — B es un morfismo entero. El morfismo inducido f*: Spec B — Spec A
es una aplicacion cerrada de fibras de dimension cero (y finitas si f es finito).

Demostracion. Sea C' = (J)p un cerrado de Spec B. Debemos demostrar que f*(C') es un cerrado de
Spec A. Consideremos los diagramas
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A 7 . B Spec A

A/(JNA)——=B/J (JOA)O:SpccA/(JﬂA)?SpccB/J:C
c

Spec B

Como A/J N A — B/J es un morfismo entero inyectivo, por 2.2.12 f* es epiyectiva y f*(C) =
(JNA)y.

La fibra de un punto = € Spec A es f*_l(m) = Spec B, /p,B,. Supongamos que f es un morfismo
finito. Observemos que si f* '(z) # () entonces B,/p,B, es una A,/p,-dlgebra finita. Por la
proposicién 2.2.16, concluimos que f* es de fibras de dimensioén cero y finitas. Si f entero es sencillo
deducir que las fibras son de dimensién cero una vez que se sabe esto para los morfismos finitos. [

18. Ejercicio: Probar que la inclusién natural k[z] — k[z,y]/(zy — 1) no es un morfismo finito.

2.3 Teoremas de ascenso y descenso de ideales

1. Teorema del ascenso: Sea f: A — B un morfismo entero. Sean py C ppy C A yp, C B
ideales primos, de modo que f~'(py) = po. Ewiste un ideal primo p,, C B, de modo que p, C py y
fﬁl(py’) = Par.

Demostracion. El morfismo A/p, — B/p, es entero e inyectivo, luego epiyectivo entre espectros
(2.2.12); es decir, f*: (py)o — (pz)o es epiyectivo y existe y' € (py)o tal que f*(y') = 2’. O

Recordemos que la dimensién de Krull de un anillo A es el supremo de las longitudes de las cadena
de ideales primos de A, o equivalentemente el supremo de las longitudes de las cadenas de cerrados
irreducibles de Spec A. Se denota dim A a la dimensién (de Krull) de A.

2. Corolario: Si f: A — B es un morfismo entero inyectivo, entonces dim A = dim B.

Demostracion. Dada una cadena estricta de ideales primos p; C pa C -+ C p, de B, f~1(p1) C
fY(p2) C -+ C f~1(pn) es una cadena de ideales primos estricta de A, pues las fibras del morfismo
inducido por f entre los espectros son de dimensién cero, por 2.2.17. Por tanto, dim B < dim A.

Sea ahora una cadena estricta de ideales primos q; C g2 C --- C q,, de A. Sea p; un ideal primo
de B, tal que f~!(p1) = q1 (existe por 2.2.12). Por el teorema del ascenso, existe pa O p; tal que
f~1(p2) = q2. Asf sucesivamente, obtendremos una cadena estricta de ideales primos p; C pp C - -+ C
pn de B (de antimagen por f, la cadena de A). Por tanto, dim A < dim B, luego dim A = dim B. O

Si G es un grupo de automorfismos de un anillo A, de modo natural G es un grupo de homeomor-
fismos de Spec A, definiendo g - := ¢g*~'(x), es decir, py.. = g(pa).

Si G es un grupo de homeomorfismos de un espacio topolégico X, entonces define una relacién de
equivalencia en X: x ~ 2’ si y sélo si z = g(2’), para algtin g € G. Denotaremos el espacio topoldgico
cociente X/G := {[z] | [z] = [2/] si y s6lo si z ~ 2'}. Sim: X — X/G es el morfismo de paso al
cociente, U C X/G es un abierto si y sélo si 7~*(U) es un abierto. Se verifica que 7 es una aplicacién
abierta, porque si V es un abierto de X, 7= (7(V)) = éJGg(V)7 que es un abierto, luego 7(V') es un

7

abierto de X/G. Del mismo modo, si G es finito, 7 es un morfismo cerrado. En este caso, si 7(z) =y
e y € ¢/, entonces existe ' de modo que x € z’ y w(z') = y': Las fibras de 7 son las dérbitas por la
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acciéon de G y 7(Z) = ¥, luego 7= 1() = UGgTJ. Dado z” tal que 7(2”) = ¢/, tendremos que =" € gz
ge

para algin g € G. Entonces ' := g~ 'a" verifica que 2’ € 2 y n(2') = 7(2") = y/'.

3. Definicién: Se dice que un morfismo de anillos A — B cumple el teorema del descenso de ideales
si para cada par de ideales primos p,» C p, C A, y un ideal primo p, C B tal que p, N A = p,,
entonces existe un ideal primo p,s C p, tal que pr N A = pyyr.

4. Proposiciéon: Sea G un grupo finito de automorfismos de un anillo B. Se verifica que
Spec BE = (Spec B)/G

donde B¢ = {b € B: g(b) = b, para todo g € G}.
En consecuencia, el morfismo natural w: Spec B — Spec B¢ cumple el teorema del descenso de
ideales.

Demostracidn. Empecemos observando que dada f € B, el polinomio [] (z — g(f)) es un polinomio
geG

ménico con coeficientes en B¢. Por tanto, B¢ — B[f] es un morfismo finito. Asi pues, BY < B es
un morfismo entero, luego en espectros epiyectivo, cerrado y de fibras de dimension cero.

Sélo nos falta ver que las fibras del morfismo Spec B — Spec BE son érbitas por la accién de G.

G actia transitivamente sobre las fibras del morfismo Spec B — Spec BE: Obviamente, dado un
ideal primo p, C B, g(p,) corta a BY en el mismo ideal primo que p,. Es decir, G actiia en las
fibras. Sea p, es un ideal primo de B distinto de g(p.) = py(.7) Para todo g € G. Supongamos que
x, ' tienen la misma imagen por el morfismo Spec B — Spec B¢, digamos y. Por ser el morfismo
BY — B entero sabemos que g(z') ¢ 7 para todo g € G, luego existe una f € B que se anula en z y

no se anula en ninguno de los g(z'). Entonces N(f) := [] g(f) € B se anula en = y no se anula en

ninguno de los g(2’). Llegamos a contradiccidn, porque‘ por un lado N(f) ha de anularse en y y por
el otro no.
O

5. Teorema del descenso de Cohen-Seidenberg: Sea A un anillo integramente cerrado en su
cuerpo de fracciones ¥. Sea ¥ — Y/ una extension finita de cuerpos y A’ una A-dlgebra contenida en
el cierre entero de A en X!. El morfismo Spec A — Spec A es abierto y A — A’ cumple el teorema
del descenso de los ideales.

Demostracion. Sea Y la envolvente normal de ¥’ sobre ¥. Sea A” el cierre entero de A en X”.
Tenemos los morfismos

A— A — A", SpecA « Spec A’ < Spec A”

Los morfismos inyectivos enteros, como los finitos, son epiyectivos en espectros. Por tanto, si Spec A” —
Spec A es abierto entonces Spec A’ — Spec A es abierto. Igualmente, si A < A” cumple el teorema
del descenso de ideales, entonces A — A’ también. En conclusién, podemos suponer que ¥ — X/ es
una extensién normal, dlgamos de grupo de automorfismos G. Sea A el cierre entero de A en €,
Es facil ver que A = A’ . Por la proposicién 2.3.4, el teorema es cierto para el morfismo A < A’ .
Para concluir, basta demostrar el teorema para

A—— A

Y — ¢
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Basta probar que Spec A — Spec A es biyectiva. Como ¥ — %/ @ es puramente inseparable, para todo
b e Z’G, existe n € N tal que b*" € ¥ (donde 0 < p = carX). Por tanto, para todo b € A, existe
n € N tal que b*" € A (pues b?" es entero sobre A). Entonces Spec A — Spec A es biyectiva, pues la
aplicacién Spec A — Spec A, p — p’ = {b € A: " € p para algiin n}, es su inversa. O

6. Proposicién: Sea A — B un morfismo finito e inyectivo entre anillos integros y A integramente
cerrado. Sea p, C B un ideal primo y p, = p, N A. Entonces dim B, = dim A,.

Demostracion. Dada una cadena estricta de ideales primos de B
My DOP1 O D Pm

induce, cortando con A, una cadena de ideales primos my, D ANp; O --- D AN p,, cuyas inclusiones
son estrictas, pues las fibras de un morfismo finito son de dimensién cero. Por tanto, dim B, < dim A,.
Por otra parte, sea

! /
My Op3 O D Py
una cadena estricta de ideales primos de A. Por el teorema de descenso podemos construir una cadena

de ideales primos de B
mePID"'me

tal que p, = ANp,. Por tanto, dim B, > dim A, y dim B, = dim A4,,. O

2.4 Lema de Normalizacion de Noether. Teorema de los ceros
de Hilbert

1. Definicién: Diremos que Spec A es una variedad algebraica afin sobre un cuerpo k, si A es
una k-algebra de tipo finito. Los cerrados de las variedades algebraicas los llamaremos subvariedades
algebraicas.

Si Ay B son k-dlgebras de tipo finitoy f: A — B es un morfismo de k-algebras, diremos que el
morfismo inducido f*: Spec B — Spec A es un morfismo de variedades algebraicas.

2. Definicion: Sea A una k-algebra. Diremos que &1, .. .,&, € A son algebraicamente independientes
sobre k si el morfismo de k-algebras

kz[ml,...,xn] — A

p(xlw"?xn) Hp(é-h?gn)

es inyectivo; es decir, cuando cualquier relacién algebraica D, ; ai, :,§1" ... & = 0, con coeficien-
tes en k, tenga todos sus coeficientes nulos.

3. Lema de normalizacién de Noether : Sea A = k[¢q,...,&,] una k-dlgebra de tipo finito.
Supongamos que k tiene un mimero infinito de elementos'. Erxiste un morfismo finito e inyectivo

Elxy,...,2,] — A

“Toda variedad algebraica afin se proyecta con fibras finitas en un espacio afin”.

1Esta hipétesis no es necesaria, sélo la imponemos porque la demostracién del lema es algo més sencilla.
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Demostracion. Vamos a hacerlo por induccién sobre n. Para n = 0, no hay nada que decir. Supon-
gamos que el teorema es cierto hasta n — 1.

Si los {&;} son algebraicamente independientes entre si, entonces k[¢1,...,&,] = klz1,...,z5].
Podemos suponer que existe p(x1,...,2,) € k[z1,...,2,], no nulo, tal que p(&1,...,&,) = 0.

Escribamos p(z1,...,&n) = ps(T1,.. ., Zn) + ps—1(T1,. ., Zn) +...+ po(z1,...,2,) como suma de
polinomios p;(z1,...,z,) homogéneos de grado i. Sean x; = x} + \;x,,, entonces

/ / s
p(xl + /\11‘717 .. '7'Tn—1 + An—lx’ruxn) = pS(Alv sy A’I’L—17 1)xn+
polinomio en x,...,2z),_;,z, de grado en z,, menor que s

Asi pues, si elegimos A1,...,\,—1 € k de modo que ps(A1,..., \n—1,1) # 0, tendremos que &, es

entero sobre k[£],...,&,_4], con & = & — \i&,. Por tanto, la composicién
finito finito
N e [ P S e [ ST SRS S E [ ST ST
Hip.ind.
es un morfismo finito. O

4. Teorema de los ceros de Hilbert: Sea A una k-dlgebra de tipo finito y m un ideal maximal.
Entonces A/m es una extension finita de k. En particular, si k es algebraicamente cerrado, entonces
k = A/m: “Todo punto cerrado de una variedad algebraica afin sobre un cuerpo algebraicamente
cerrado es racional”.

Demostracion. Obviamente A/m es una k-dlgebra de tipo finito sobre k. Por el lema de normalizacién
de Noether, existe un morfismo finito inyectivo

klz1,...,z;] — A/m
Por tanto, k[z1,...,z,] ha de tener dimensién cero, luego r = 0 y concluimos. O

5. Ejercicio: Sean X = Spec A y Y = Spec B dos variedades algebraicas sobre un cuerpo algebrai-
camente cerrado k. Definamos X X Y := Spec A ®; B. Probar que los puntos cerrados de X x; Y
son el producto cartesiano de los puntos cerrados de X y los puntos cerrados de Y.

6. Proposicién: Si f*: X = Spec B — Y = Spec A es un morfismo entre variedades algebraicas
afines, entonces la imagen de un punto cerrado es un punto cerrado.

Demostracion. Si x es un punto cerrado de X e y es su imagen por f*, entonces A/p, — B/m, es
inyectivo. Por el teorema de los ceros de Hilbert, B/m, es una extensién finita de k, por tanto A/p,
es una k-algebra finita e integra, luego es un cuerpo; es decir, y es un punto cerrado. O

7. Corolario: Los puntos cerrados de un abierto de una variedad algebraica son puntos cerrados en
la variedad algebraica.

Demostracion. Sea X = Spec A la variedad algebraica. Todo abierto es unién de abiertos bésicos,
luego basta probar el enunciado para un abierto basico U, C X. Ahora bien, como A es una k-algebra
de tipo finito entonces A, = A[%] es una k-dlgebra de tipo finito. Luego U, = Spec A, es una variedad
algebraica. Se concluye por la proposicién anterior aplicada a la inclusién U, — X. O

8. Definicién : Diremos que X = Spec A es integra si A es un anillo integro. Diremos que X = Spec A
es reducida si A es un anillo reducida.
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9. Corolario (Forma fuerte de los ceros de Hilbert) : Sea A una k-dlgebra de tipo finito. Si
f € A pertenece a todo ideal maximal, entonces es nilpotente. En particular, si X = Spec A es una
variedad algebraica reducida sobre un cuerpo algebraicamente cerrado, entonces una funcion es nula
sty solo si se anula en todos los puntos racionales.

Demostracion. Por el corolario anterior, los ideales maximales de Ay, se corresponden con los ideales
maximales de A que no contienen a f. Por tanto, si f pertenece a todo ideal maximal, entonces el
espectro maximal de Ay es vacio, luego Ay = 0 y por tanto f es nilpotente. O

10. Corolario: Dos subconjuntos cerrados de una variedad algebraica afin son iguales si y sélo si
contienen los mismos puntos cerrados.

Demostracion. Una funcién se anula sobre todos los puntos de un cerrado de una variedad algebraica
si y sélo si se anula sobre todos los puntos cerrados del cerrado, por el corolario anterior. Como todo
cerrado son los ceros del ideal de todas las funciones que se anulan sobre €él, hemos terminado. O

2.5 Ideales primarios. Interpretacion geométrica

Queremos demostrar que todo ideal de un anillo noetheriano viene definido por condiciones infi-
nitesimales en un numero finito de puntos del espectro. Desde el punto de vista aritmético, esto
puede entenderse como el teorema de Euclides para anillos noetherianos. Comencemos con los ideales
primarios que seran los definidos por condiciones infinitesimales en un punto.

1. Definicién: Sea A un anillo. Un ideal q # A es primario si todo divisor de cero de A/q es
nilpotente; es decir:
abeq, a¢q = b" € qparaalginn > 1

2. Ejemplo: 1. Los ideales primos son primarios.

2. Sip € Z es un ntimero primo entonces (p™) es un ideal primario de Z. Igualmente si p(z) € k[z]
es un polinomio irreducible entonces (p(z)™) es un ideal primario de k[z]

3. Definicién: Dado un ideal I C A, llamaremos radical de I, y lo denotaremos r(I), a
r(I)={a€ A: a" € I para algin n € N}

Observemos que si m: A — A/I es el morfismo de paso al cociente, entonces el radical de T es la
antimagen por 7 del radical de A/I. Por tanto, el radical de un ideal es la interseccién de los ideales
primos que lo contienen.

4. Proposicién: Fl radical de un ideal primario es un ideal primo.

Demostracion. En efecto, sea p el radical de un ideal primario g. Siab € py a ¢ p, entonces (ab)™ € q
para algin n > 1 y a” ¢ q para ningin r. Como q es primario, alguna potencia de b ha de estar en
q, luego b € p. O

Sea g un ideal primario. Diremos que q es un ideal p-primario é que p es el ideal primo asociado a
q cuando p es el radical de q. En tal caso, si A’ — A es un morfismo de anillos, es sencillo comprobar
que A’ N q es un ideal (A’ N p)-primario de A’.
5. Proposicion : Si m es un ideal mazimal, entonces todo ideal de radical m es primario. En
particular, todas las potencias m™ son ideales m-primarios.
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Demostracion. Si I es un ideal de radical m, entonces m es el tinico ideal primo que contiene a I.
Por tanto, A/I tiene un tnico ideal primo, luego todo elemento de A/I es invertible o nilpotente; en
particular, todo divisor de cero es nilpotente. O

Si el anillo A es noetheriano, cada ideal contiene una potencia de su radical, asi que todo ideal
m-primario es de la forma 7~1(g) para algin ideal g de A/m" (donde 7: A — A/m" es el morfismo de

paso al cociente). En el caso del anillo A = C [z, ..., z,], si consideramos el ideal maximal m formado
por todos los polinomios que se anulan en cierto punto racional (aq,...,a,) y ponemos t; = z; — a; ,
entonces

Polinomios de grado
A/mT = C[tl,...,tn]/(th...,tn)T =

<renty,...,ty
y la reduccién moédulo m” de cualquier polinomio coincide con el clasico desarrollo de Taylor hasta
el orden r — 1 en el punto (ay,...,a,). Por tanto, el ideal m-primario g estd formado por todas
las funciones f € A cuyo desarrollo de Taylor f € A/m", en el punto definido por m, satisface las
relaciones impuestas por cierto ideal g de A/m”. Por ello diremos que los ideales primarios de radical
maximal m, son los ideales definidos por condiciones infinitesimales en el punto cerrado .

Una base del C-espacio vectorial dual de A/m", la constituyen las formas lineales

olel
Wa = 8a1x1...8anxn
. = lal
con a = (a,...,an) y |la| =a1 + -+ a, < r, definidas por w,(f) = m(al,...,an). Por

tanto, todo ideal de A/m” estd definido por un sistema de s-ecuaciones
D Niawal(f) =0, 1<i<s
[

Es decir, los ideales m-primarios son ideales formados por las funciones f que verifican un sistema de
s-ecuaciones al
ol f ,
E Niam————(a1,...,a,) =0, 1<i<s

t,a o, o
x DY 77.:1:
S a 1 a n

(variando s,)\; o se obtienen todos los ideales m-primarios)
Por tanto, cada ideal m-primario viene definido por ciertas relaciones entre las derivadas parciales
iteradas en el punto (a,...,a,).

6. Proposicién: Sea S un sistema multiplicativo de un anillo A y sea q un ideal p,-primario.
1. Sip, corta a S, entonces gAg = Ag .
2. Sipg no corta a S, entonces qAg es un ideal p, Ag-primario y q = AN(qAs) . En particular:
q=AnN(4;)
Por tanto, dos ideales p,.-primarios coinciden si coinciden al localizar en x.

Demostracion. 1. Si s € S Nyp,, entonces q contiene alguna s™, que es invertible en Ag; luego
qu = As.

2. Si SNp, = 0, entonces p,Ag es un ideal primo de Ag y es facil comprobar que qAg es un
ideal p, Ag-primario. Por tltimo, veamos que ¢ = AN (qAgs). Si f € AN(qAs), entonces sf € q para
algin s € S. Ninguna potencia de s estd en q, luego f € q. Por tanto, AN (qAs) C g. La inclusién
contraria es evidente. O
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Sea p, el ideal primo de un punto x € Spec A. Denotemos m = p, A,. Los ideales de A, de radical
m son precisamente los ideales m-primarios, porque m es maximal (estos ideales deben llamarse ideales
de condiciones infinitesimales en el punto x, pues en el caso noetheriano vienen determinados por los
ideales de los anillos A, /m" A, ). Por tanto, si q es un ideal p,-primario y A es noetheriano, existe un
r y un ideal q de A, /p. A, tal que

q=m'(q)

siendo 7: A — A, /p" A, el morfismo natural. Reciprocamente, si q = 7~1(g), entonces q es un ideal
po-primario.

7. Ejemplo: Si un ideal primo p no es maximal, pueden existir ideales de radical p que no son
primarios. Fijemos en un plano afin un punto racional p y una recta r que pase por él. Sea m, el
ideal maximal del punto y p, el ideal primo del punto genérico de la recta. Consideremos ahora el
ideal I = mp2 N p,, que son los polinomios que se anulan en la recta r y sus derivadas parciales se
anulan en el punto fijado p. El radical de I es

r(l) = T(mp2) Nr(pr) =mp Npy = p,

pero el ideal I no es primario: si fuese primario seria p,-primario. Al localizarlo en r, coincide con la
localizacion de p,. en 7, por tanto I coincidiria con p,., lo cual es falso.

Puede incluso darse el caso de que una potencia de un ideal primo no sea un ideal primario. Por
ejemplo, sea A = k[x,y, 2]/(2? + y? — 22) el anillo de las funciones algebraicas sobre un cono en A3 y
sea pgr = (x,y — 2) el ideal primo de A definido por una generatriz. El ideal pgtz no viene definido
por condiciones infinitesimales en el punto genérico de tal generatriz; es decir, pgtz no coincide con
AN pgtgAgt sino que involucra ademads condiciones en el vértice del cono, pues las funciones de pgtz
deben cumplir ademés la condicién de estar en m?, donde m denota el ideal maximal del vértice del
cono. En efecto, la ecuacién del plano tangente al cono a lo largo de la generatriz estd en A Np g2 A,
pero no estd en p, % porque no pertenece a m?. Luego el ideal pyt? no es primario.

2.6 Existencia y unicidad de las descomposiciones primarias

1. Definicién: Diremos que un ideal q de un anillo A es irreducible si no es interseccién de dos
ideales estrictamente mayores; equivalentemente, si el ideal 0 de A/q no es interseccién de dos ideales
no nulos.

2. Lema fundamental: Sea A un anillo noetheriano. Todo ideal irreducible q # A es primario.

Demostracion. Sea q irreducible y sea b € A/q un divisor de cero. Sea b: A/q — A/q la homotecia
de razon b. Se tiene que

0# Kerb CKerb? C --- CKerd" C ---

Como A/q es noetheriano, Kerb™” = Ker b"*! para algin n. Por tanto, (Kerd) N (Imb™) = 0.
Como q es irreducible, debe ser Kerb =0 6 Im b™ = 0. Por hipdtesis Ker b # 0, luego Im b™ = 0 y por
tanto b es nilpotente. O

3. Teorema de existencia: Sea A un anillo noetheriano. Todo ideal I # A es interseccion finita
de ideales irreducibles de A. Por tanto, todo ideal I # A es interseccion finita de ideales primarios

de A.
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Demostracion. Basta ver que si I no es irreducible entonces I = I; NI’ con Iy irreducible e I C I’

£
(pues con I’ se repite el argumento y as{ sucesivamente y se concluye por noetherianidad). Si I no
es irreducible, entonces es interseccién de ideales propios: I = I; N Jy. Si I; es irreducible hemos
terminado; si no, Iy = I11 N Iy, luego I = I1; N I1o N Jp. Sila inclusién I C 15 N Jp es estricta,
tomamos Iy = I11,Js = I15 N Jq; si no, tomamos I, = I, Jo = J;. En ambos casos obtenemos de
nuevo que I = Io N Jy , con I C Jo, ademds Iy C I. Asi sucesivamente, el proceso es finito por

noetherianidad, luego para cierto n, I = I, N J, con I, irreducible e ; Jn, por construccién. O

4. Definicién: Sea I un ideal de un anillo A. Diremos que una descomposicién I = gy N...Nqy,
como interseccion de ideales primarios de A es una descomposicién primaria reducida de I cuando
no tenga componentes redundantes (i.e., no puede eliminarse ninguno de los ¢; en la igualdad) ni
componentes asociadas a un mismo ideal primo (r(q;) # 7(q;) cuando i # j).

5. Proposicién: Siq y q’ son dos ideales p,-primarios entonces qN q’ es py-primario.
Demostracion. Al lector. O

Si un ideal de un anillo puede descomponerse como interseccion finita de ideales primarios, agru-
pando los términos de igual radical obtenemos una descomposiciéon primaria en que todos los términos
tienen radicales diferentes. Eliminando entonces términos redundantes, si los hubiera, se obtiene una
descomposicién primaria reducida. En conclusién, si un ideal admite una descomposiciéon primaria,
entonces admite una descomposicion primaria reducida.

6. Teorema de unicidad de las componentes no-sumergidas : Sea I un ideal de un anillo

A y sea p, el ideal primo de las funciones que se anulan en una componente irreducible de (I)g. Si

I =nNgq; es una descomposicion primaria reducida, entonces p, es el radical de una componente q; y
K2

g =AN (IAI)

Por tanto, las componentes q; cuyos radicales son minimos (entre los primos que contienen a I), son
unicas.

Demostracion. Es claro que p, es el radical de una componente q;. Ahora, si j # i, entonces q; A, =
A, porque 7(q;) corta al sistema multiplicativo A — p,,. Por tanto

TA, = N qjA, = 4 A,
Jj=1

¥y, por 2.5.6, concluimos que q; = AN (q;4z) = AN (IAy). O

Si I = N;q; es una descomposicion primaria reducida, las componentes g; cuyos radicales son
minimos se denominan componentes no sumergidas. Una componente q; estd sumergida cuando sus
ceros estan contenidos estrictamente en los ceros de alguna otra componente: (q;)o C (qi)o. Las

componentes no-sumergidas corresponden a los puntos genéricos de las componentes irreducibles de
(I)o, mientras que las componentes sumergidas estdn asociadas a puntos méas pequeiios de (I)o.

7. Corolario: Si los ceros de un ideal I de un anillo noetheriano son puntos aislados, la descompo-
sicion primaria reducida de I es unica salvo el orden.
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Las componentes sumergidas no son unicas pero si lo son sus radicales, como vamos a demostrar.
Seaa € Ael C A un ideal. Denotaremos

(I:ra)={bcA:a-bel}

8. Proposicién: Sea q C A un ideal p-primario. Se verifica

.| A siaeq
(qa)_{q/ Sia,¢q

siendo q' un ideal p-primario que contiene a .
Demostracion. Es una sencilla comprobacién. O

9. Teorema: Sea A un anillo noetheriano. Sea I = q1 N --- N g, una descomposicion primaria
reducida de I. Un ideal primo p es un ideal primo asociado a un primario de la descomposicion
primaria de I siy sdlo si existe a € A de modo que (I: a) =p.

En particular, los primos asociados a una descomposicion primaria reducida de un ideal son in-
dependientes de la descomposicion.

Demostracion. Observemos que (I: a) = (if_nﬁlqi: a) = ﬁl(qi: a). Por la proposicién anterior, es facil

concluir que si (I: a) = p, entonces p es un ideal primo asociado a la descomposicién primaria.
Reciprocamente, supongamos p = r(q1). Sea a € 'iqi y a ¢ q1; por la proposicién anterior

(I:a) = (q1: a) y es un ideal p-primario. Si (q1: a) #z;, sea p” la primera potencia contenida en

(qi:a) yseabep 1 b¢ (qi: a). Entonces (I: ab) = p. O

10. Definicién: Sea A un anillo noetheriano. Llamaremos ideales primos asociados a un ideal I a
los radicales de las componentes de cualquier descomposicién primaria reducida de I.

Veamos ahora que los A-mdédulos A/p,, x € Spec A, son los “ladrillos” de la categorfa de los
A-médulos noetherianos. El significado preciso viene dado por el siguiente teorema.

11. Teorema: Sea M un A-mddulo noetheriano. Existe una cadena de submddulos
O0=MycCcM;C---CM,=M
tal que M;/M;_1 ~ A/p;, con p; primo.

Demostracion. Sea m un elemento no nulo de M. Entonces, A/a ~ (m) C M. Existe @ € A/« cuyo
anulador es py, siendo p; un primo asociado a «. Luego A/p; C M. Tomando My = A/p; y repitiendo
el argumento para M/M; se obtiene A/py C M/M;. Sea My = m=1(A/p3), siendo m: M — M /M; el
morfismo de paso al cociente; asi sucesivamente se concluye por noetherianidad.

O

Hasta ahora, hemos desarrollado la descomposicién primaria de los ideales de un anillo noethe-
riano. De modo totalmente andlogo podemos desarrollar la descomposicién primaria en mddulos
noetherianos. Indiquemos la linea argumental y dejemos al lector las demostraciones.

12. Definicién: Un submddulo M’ C M diremos que es primario, si los elementos del anillo que
son divisores de cero en M /M’ (es decir, la homotecia definida por el elemento tiene niicleo no trivial)
son nilpotentes en M /M’ (es decir, la homotecia definida es nilpotente).
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13. Definicién: Un submddulo M’ C M diremos que es irreducible si no es interseccién de dos
submodulos estrictamente mayores de M.

14. Proposicién: Los submddulos irreducibles son primarios.

15. Teorema: Todo submddulo de un mddulo noetheriano es interseccion de un numero finito de
submddulos primarios.

16. Proposicién: Si M' C M es un submddulo primario, entonces el anulador de M/M' es un
ideal primario.

Si M’ es un submddulo primario y p es el radical del anulador de M/M’, entonces diremos que
M’ es un submdédulo p-primario.

17. Proposicion: Si M;y,M, son submddulos p-primarios entonces My N Ms es p-primario.

Por tanto, existen descomposiciones primarias reducidas de los submédulos de un médulo noethe-
riano.
Dados m € M y M’ C M, denotaremos (M': m) ={a € A: am € M'}.

18. Proposicién: Sea M’ C M un submddulo primario. Sea q el anulador de M/M' y p el radical
de q. Se verifica
A siae M’
. _
(M.m)—{ q siag M
siendo q' un ideal p-primario, que contiene a .

19. Proposicién: Sea M' = My N---N M, una descomposicion primaria reducida de M'. Un ideal
primo p es un ideal primo asociado a la descomposicién primaria de M’ si y sélo si existe m € M tal
que (M': m) =p.

20. Teorema de unicidad de las componentes no-sumergidas : Sea M’ un submddulo de un
mddulo noetheriano M y M’ = M1 N---N M, una descomposicién primaria reducida. Sea p, un ideal
primo minimal entre los ideales primos asociados a la descomposicion primaria de M'. Entonces

M; = M N M,

21. Ejercicio: Probar que los ideales primos minimales asociados a un submédulo M’ de un médulo
noetheriano M, coinciden con los ideales primos minimales asociados al ideal anulador de M/M’.

2.7 Una descomposicion primaria candénica

1. Proposiciéon: Sea I = q1N---Nq, una descomposicion primaria reducida y P, un primo asociado.
Denotemos por J la interseccion de los q; contenidos en p,.. Entonces

J=ANI,
Por tanto, el ideal J no depende de la descomposicion primaria escogida.
Demostracion. Se deduce de la Proposicion 2.5.6 O

2. Corolario: Sean I =q;N---Ngy, =gy N---Nql, dos descomposiciones primarias reducidas de
primos asociados r(q;) = r(q;) = ps,. Se verifica

I=qiN-Ng_1Ng;NgiN--- N4y
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para todo j. En consecuencia, si q; son ideales p,,-primarios, y cada uno de ellos aparece en alguna
descomposicion primaria de I, entonces

I=q/n-- g
Demostracion. Reordenado, podemos suponer que q; C p;; < @ < j. Por la proposicién anterior
qiN---Ngj_1 =4} N---Ng;_; para todo j. Por tanto,
QN NG =g N NgG_ NaG=qi0---Ng;
Cortando con ¢;41 N ---Nq, concluimos. O

3. Proposicion : Sea A un anillo noetheriano. Sea I = q1 N ---N gy C A una descomposicion
primaria reducida de radicales p,,. Sea n; € N tal que p}i C q; y denotemos o' el ideal p,,-primario
antimagen de (I, +p}?) - Az, por el morfismo de localizacion A — A,,. Entonces

I:qlﬂ...ﬂa?iﬂ...ﬂqm

Demostracion. Denotemos por J la interseccién de los g, distintos de q;. Como I C o C g,

I=InJCao"NnJCqNnJ=1I

luego las inclusiones son igualdades y concluimos.

O

El ideal " es el ideal de funciones de A cuyo desarrollo de Taylor de orden n; en x; coincide con
el desarrollo de Taylor de orden n; en x; de alguna funcién de I.

Procedamos a ver que entre las descomposiciones primarias de I hay una candnica. Siguiendo las
notaciones anteriores, para cada ¢, sea n,; el minimo tal que " aparezca en alguna descomposicién
primaria de I. Entonces

I=ao'N---Napm

Demos un método de cdlculo. Procedemos recurrentemente. Dado p.;, supongamos que ya
tenemos calculados los ', para todo p,, contenido en p, . Reordenando, supongamos que son
niy nj_l . s ’ ni . T’LJ_l nj
art, ol Entonces n; es el minimo nimero natural tal que af" N Na;Zy N pay - Iz]..

Asi sucesivamente vamos determinando los n; y obteniendo la descomposiciéon primaria canénica

I=a*N---Napm

Del mismo modo obtenemos descomposiciones primarias candnicas para los submédulos de un
modulo noetheriano. Las demostraciones de las siguientes proposiciones se pueden copiar de sus
equivalentes en el caso de ideales.

4. Proposicién : Sea M’ un submddulo del mdédulo noetheriano M, M' = My N --- N M, una
descomposicion primaria reducida, y p, un primo asociado. Sea M" la interseccidn de los M| cuyos
primos asociados estan contenidos en p,.. Entonces

M" = MnM,

Por tanto, M" no depende de la descomposicion primaria escogida.
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5. Corolario: Sean M’ = MiN---NM, = N1N---NN, dos descomposiciones primarias reducidas,
de primos asociados p,,. Se verifica que

M/=M1ﬂ'--ﬂMj,lﬁijMme...mMn

para todo j. En consecuencia, si {L;}1<i<n son submddulos p,,-primarios y cada uno de ellos aparece
en alguna descomposicién primaria de M', entonces

M =LiNn---NL,

6. Proposicion: Sea M’ un submddulo de un A-mddulo noetheriano M. Sea M' = My N ---N M,
una descomposicion primaria reducida de primos asociados p,,. Sean; € N tal que p}? estd contenido
en el anulador de M /M;. Denotemos por N; el submddulo p,,-primario antimagen de (M’ 4-pi) My,
por el morfismo de localizacion M — M,,. Entonces

M=Mn---nN,N---NM,,

Ahora, argumentando como en el caso de los ideales, obtendremos una descomposicién primaria
candnica de M.

2.8 Teoria de la dimension en variedades algebraicas

Vamos a desarrollar la teoria de la dimension en variedades algebraicas apoyandonos fundamental-
mente en el lema de normalizaciéon de Noether.

1. Definicién: Una extensién de cuerpos K — K’ se dice algebraica si todo elemento de K’ es
entero sobre K.

Sea k — X una extensiéon de cuerpos y &1,...,&, € X. Diremos que §, es algebraico sobre
&1y, &n—1 81 &, es entero sobre k(&1,...,&—1).
2. Definicidon: Sea k£ — ¥ una extensién de cuerpos. Diremos que &;,...,&, € X forman una
base de trascendencia de ¥ sobre k, si son algebraicamente independientes y k(&1,...,&,) — X es
algebraica; es decir, si son algebraicamente independientes sobre k y todo elemento de ¥ es algebraico
sobre &1,...,&,.
3. Teorema: Sea k — X una extension de cuerpos, generada por un nimero finito de elementos.
Ezxisten bases de trascendencia de X sobre k y todas tienen el mismo numero de elementos, llamado
grado de trascendencia de 3 sobre k.

Demostracion. Sea ¥ = k(&q,...,&). Reordenando los generadores si fuera preciso, podemos suponer
que &1, ..., &, son algebraicamente independientes sobre k y §; es algebraico sobre &1, .. ., &, para todo
i > n. Por 2.2.2, ¥ es una extensién algebraica de k(&y,...,&,), luego {&1,...,&,} es una base de
trascendencia de X sobre k.

Por otra parte, sea {y1, ..., ym} otra base de trascendencia de X sobre k. Probemos por induccién
sobre i que, reordenando si fuera preciso, ¥ es una extensién algebraica de k(&1, ..., &, Yit1y -+ Ym),
para ¢ < n. Para i = 0 es inmediato. Si ¢ > 1, por hipdtesis de induccion &; es algebraico so-
bre k(&1,. .. &i—1,Yis - Ym), luego &1,..., &, Yi, ..., Ym son algebraicamente dependientes. Como
&1,...,& son algebraicamente independientes, reordenando y;,..., vy, podemos suponer que y; €s
algebraico sobre k(&1,...,&, Yit1,---,Ym). Por tanto se tienen extensiones algebraicas

k(fla"'a£i7yi+17"'7ym)<_>k(£17"',£i—17€i7yi7---;ym) — by

Induccién
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luego X es algebraico sobre k(&1, ..., &, Yit1,- -, Ym). Ahora, si m fuera menor que n, tendrfamos que
Y es algebraico sobre k(&1,...,&n), contra la hipdtesis de que &1, ..., &mn, {my1 son algebraicamente
independientes. Luego m > n. Por la misma razén n > m y n =m. O

4. Ejemplo: Sea k un cuerpo. El cuerpo k(z1,...,z,) de las funciones racionales del espacio afin
A™ tiene grado de trascendencia n, porque las funciones z1,...,x, forman claramente una base de
trascendencia sobre k.

5. Ejemplo: Sea p(x1,...,x,) un polinomio irreducible no constante con coeficientes en un cuerpo
k. Denotemos k(&1,...,&,) = cuerpo de fracciones de k[z1,...,z,]/(p(x1,...,2,)), que se denomina
cuerpo de funciones racionales de la hipersuperficie definida por la ecuacién p(zq,...,z,) = 0. En-
tonces k(&1,...,&,) tiene grado de trascendencia n — 1 sobre k. En efecto, reordenando las variables,
podemos suponer que el grado de p(x1,...,2,) en x, es > 1; es ficil ver entonces que {&1,...,&n-1}
es una base de trascendencia.

Notacion: Denotaremos por grtry K el grado de trascendencia de K sobre k, o simplemente por
grtr K cuando se sobrentienda sobre qué cuerpo base.

6. Teorema: Sea A una k-dlgebra de tipo finito integra. La dimension de Krull de A coincide con
el grado de trascendencia de su cuerpo de fracciones.

Demostracion. Vamos a demostrarlo por induccién sobre el grado de trascendencia. Si el grado de
trascendencia del cuerpo de fracciones es cero, entonces es una extension finita de k, luego A es una
k-algebra finita integra. Por tanto, A es un cuerpo y su dimensién de Krull es cero.

Por el lema de Noether, existe un morfismo finito k[z1,...,2,] — A, que induce un morfismo
finito entre sus cuerpos de fracciones (pruébese)

k(z1,...,2,) = X

luego grtr® = grtrk(xy,...,z,) = n. Por otra parte, dimk[xy,...,z,] = dim A, por 2.3.2. Por
tanto, podemos suponer que A = k[x1,...,x,] y tenemos que ver que su dimensién de Krull es n. Sea

0Cpi C--Cpm

una cadena irrefinable de ideales primos de k[z1,...,z,]. Sea p € p1, no nulo e irreducible. Como
klx1,...,2,] es un dominio de factorizacién tnica (p) es un ideal primo, luego (p) = p;. El anillo
klx1,...,2,]/(p) es integro y su cuerpo de fracciones es de grado de trascendencia n—1. Por induccién
sobre el grado de trascendencia, las cadenas de ideales primos en k[x1,...,z,]/(p) son de longitud
menor o igual que n — 1. Haciendo cociente por (p), la cadena anterior define una cadena

0Cp2C - Chm
luego m — 1 <n—1ydimA < n. Por otra parte
0C (21) C (z1,22) C -+ C (1., 2n)
es una cadena de longitud n, luego dim A > n. En conclusién A tiene dimension de Krull n. O

Observemos que dim A = dim A,.q. Por tanto, la dimensién de una variedad irreducible Spec A
coincide con la dimensién de Spec A,qq, que es una variedad algebraica integra. En general, toda
variedad algebraica es union de variedades algebraicas irreducibles y la dimensién de la variedad es el
maximo de las dimensiones de sus componentes irreducibles.
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7. Ejercicio: Sean X = Spec A, Y = SpecB y X X Y := Spec A ®; B variedades algebraicas.
Demostrar que
dim(X x5 V) =dim X +dimY

8. Ejercicio: Sea f: X — Y un morfismo entre variedades algebraicas irreducibles. Sea C' C X un
cerrado. Demostrar que

dim C > dim f(C)

9. Teorema del ideal principal de Krull: Sea X = Spec A una variedad algebraica integra. Sea
f € A, no nula ni invertible. Entonces

dim(f)o=dim X — 1

Es mas, todas las componentes irreducibles de (f)o son de dimension dim X — 1.

Demostracion. Si X = Speck[zy,...,z,]y descomponemos f = pp-...-ps en producto de irreducibles,
tenemos que (f)o = U(p;)o. Basta probar que dim(p;)o = n—1. Ahora bien, el grado de trascendencia
del cuerpo de funciones de k[xy,...,2,]/(p;) es n — 1, luego dim(p;)g =n — 1.

Escribamos (f)o = C1U- - -UC5 como unién de componentes irreducibles. Seay € C;—(CaU- - -UC5)
un punto cerrado. Sea U, = Spec A, un abierto bédsico que contenga a y disjunto con los C;, para
1> 1. Por 2.8.6, dim X = dim U, y dim C7; = dim C; NU,. Ahora bien, C; N U, coincide con los ceros
de f en U,. En conclusién, sustituyendo X por U,, podemos suponer que (f)g = Ci.

Consideremos, por el lema de normalizacién de Noether, un morfismo finito k[x1,...,z,] — A.
La inclusién i: k[z1,...,z,][f] < A es un morfismo finito inyectivo. Ademds, i*~*((f)o) = (f)o, por
tanto la dimensién de (f)g en Speck[z1,...,z,][f] es la misma que la de (f)g en Spec A. Por tanto,
podemos suponer que A = klxq,...,x,][f].

Sea p(z1,...,%Tn,Tn+1) un polinomio irreducible tal que p(z1,...,z,, f) = 0. El epimorfismo

k[xla s 7xn+1]/(p(‘r17 cees T, xn+1)) - k[‘rlv e ,I'n][fL i’n+1 = f
es un isomorfismo, porque k[z1,...,Znt1]/(P(z1,. .., Zn, Tnt1)) es un anillo de dimensién n, integro
y si hubiese nicleo la dimensién de k[z1,. .., z,][f] serfa menor que n.
En conclusién A = k[zq,...,2ni1]/(0(21, ..., Zn, Tnt1)) ¥ [ = Tny1. Por tanto,

dim(f)o =dim A/(f) = dimk[z1, ..., zpt1]/(P(T1,- -, Tn, Tpt1)s Tnt1)
=dimk[zy,...,z,]/(p(z1,...,2,,0)) =n—1

O

10. Definicion: Una cadena de cerrados irreducibles diremos que es maximal si no esta incluida en
ninguna otra mayor.

11. Corolario : Todas las cadenas mazimales de cerrados irreducibles de una variedad algebraica
irreducible tienen la misma longitud, que es la dimension de Krull de la variedad.

Demostracion. Sea X = Spec A la variedad algebraica irreducible. Como Spec A = Spec Aeq, pode-
mos suponer que la variedad algebraica es integra. Demostraremos el corolario por inducciéon sobre
la dimensién de Krull.

Sea X D X1 D - - D X, una cadena de cerrados irreducibles maximal. Sea f € A una funcién no
nula que se anule en X;. Si (f)g = Y1 U---UY, es la descomposicién de (f)g en cerrados irreducibles,
X, es una de las componentes de la descomposiciéon. Por el teorema anterior dim X; = dim X — 1,
luego por induccién sobre la dimensiéon m — 1 = dim X; = dim X — 1, y por tanto m = dim X. O
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12. Definicién: Se dice que una variedad algebraica es catenaria si todas las cadenas maximales de
cerrados irreducibles con extremos cualesquiera prefijados tienen la misma longitud.

13. Corolario: Las variedades algebraicas son catenarias.

Demostracion. Sean Y D Y cerrados irreducibles de una variedad algebraica X. Toda cadena maxi-
mal de extremos Y e Y’ induce, adjuntando una cadena maximal de Y’, una cadena maximal de Y,
luego tiene longitud dimY — dim Y, por el corolario anterior. O

14. Proposicion: Si X = Spec A es una variedad algebraica irreducible y x € X un punto cerrado,
entonces dim X = dim A,..

Demostracion. La dimensiéon de Krull de A, coincide con la méaxima longitud de las cadenas de
cerrados irreducibles de X que pasan por xz. Ahora bien, todas las cadenas maximales de cerrados
irreducibles tienen longitud dim X.

O

15. Proposicion : Sea X = Spec A una variedad algebraica irreducible de dimension n e Y C X
una subvariedad algebraica irreducible de dimension m. El nimero minimo v para el cual existen
r funciones fi,... [, de X tales que una de las componentes irreducibles de (f1,..., fr)o sea Y es
r =n —m (puede imponerse ademds que todas las componentes sean de dimensién m).

Demostracion. Es facil probar, aplicando recurrentemente el teorema del ideal principal de Krull, que
todas las componentes irreducibles de (f1,..., f»)o tienen dimensién mayor o igual que n — r. Por
tanto, tenemos que probar sélo la existencia de tales funciones para r =n — m.

Sea f1 una funcién que se anule en todo Y y no en X. Escribamos (f1)o = U;C;, donde C; son
cerrados irreducibles de dimensién n — 1. Sea fo una funcién que se anule en todo Y y no se anule en
todo Cj, para cada . Existe tal funcién: sea g; que se anule en Y y en todos los C; para j # 4, y no
se anule en todo Cj, entonces fo = Y, g;. Tenemos que (f1, f2)o es unién de cerrados irreducibles de
dimensién n — 2 y (f1, f2)o contiene a Y. Siguiendo de este modo obtenemos las funciones fi, ..., f.
requeridas.

O

16. Corolario: Sea X una variedad algebraica irreducible de dimensionn yx € X un punto cerrado.
El niimero minimo de funciones f1,..., f, tales que (f1,..., fr)oNU = {x}, en algin entorno abierto
U de x, esn.

17. Ejercicio: Sean Y,Y”’ subvariedades irreducibles de A™. Llamemos codimensién de Y en A",
que denotaremos codimY’, a n — dimY. Supongamos que Y NY’ #£ 0. Demuéstrese que

codimY + codimY’ > codim(Y NY”)

18. Ejercicio: Sea f: X — Y un morfismo entre variedades algebraicas irreducibles. Sea y € f(X)
un punto cerrado. Demuéstrese que

dim f~1(y) > dim X — dim f(X)
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2.9 Problemas

1.

10.

11.

12.

Definir el grupo multiplicativo G,, de los elementos no nulos de un cuerpo k, como variedad
algebraica sobre k, asi como los morfismos G,,, x G,, — G, vy Gy, — G, correspondientes al
producto y paso al inverso. Andlogamente para el grupo aditivo G, de los elementos de k& con
la operacién de la suma de k.

. Sea pg = Spec k[z]/(2% — 1) el grupo de las raices sextas de la unidad sobre un cuerpo k. Deter-

minar si es una variedad integra o reducida, y calcular el niimero de componentes irreducibles

cuando k = Q,R,C,Z/27,7,/3Z,Z/5Z.

Definir los morfismos g X g — g, g — e correspondientes a la nocién intuitiva de producto
y paso al inverso en este grupo. Definir el concepto de morfismo de grupos pug — e y del nicleo
del mismo. Probar entonces que 1: pg — pg, @ — a2, es morfismo de grupos y calcular el
nticleo.

Sea X una variedad algebraica afin integra. Si dos morfismos de X en otra variedad algebraica
afin coinciden en un abierto no vacio de X, probar que coinciden en X.

. Sea k — K una extension finita de cuerpos y X = Spec A una k-variedad algebraica. Probar

que el morfismo natural Xx = Spec A ®; K — X = Spec A de cambio de base es epiyectivo y
cerrado.

. Sea A un anillo integro y a € A no invertible, ni nula. Probar que el morfismo de localizaciéon

A — A, no es finito.

Sea m: X = Spec A — A! = Spec k[x] un morfismo finito y supongamos que X es una variedad
algebraica integra (de dimensién 1). Probar que el nimero de puntos (contando multiplicidades)
de las fibras de 7 es constante.

Sea I un ideal de un anillo noetheriano. Probar que I = r(I) si y sélo si I es interseccién de un
nimero finito de ideales primos.

Calcular los ideales maximales de Clxy, ..., z,] v Clz1, o, 23] /(23 + 23 + 23 — 1).

Probar que si X e Y son variedades algebraicas integras sobre un cuerpo k algebraicamente
cerrado, entonces X X Y es integra. (Indicacién: Usar el teorema de los ceros de Hilbert).

Sea X = Spec A una variedad integra sobre un cuerpo k algebraicamente cerrado. Probar que
para toda extensién k — K, la variedad Xx = Spec A ®, K es integra. (Pdéngase K unién de
algebras finito generadas).

Sea k el cierre algebraico de k. Probar que dos ideales primos p = (fi)icr, 9 = (g5)jes de
klxy,...,2z,] son iguales si y sélo si las soluciones en k de los dos sistemas de ecuaciones {f; = 0},
{g; = 0} son las mismas.

Sean X, Y variedades algebraicas integras sobre un cuerpo k y sean Y x, Yy sus respectivos
cuerpos de funciones racionales. Si ¢: Y — X es un morfismo que transforma el punto genérico
de Y en el punto genérico de X (lo que equivale a que tenga imagen densa), induce un morfismo
de k-algebras Yx — Xy. Diremos que ¢ es un morfismo de grado n cuando Xy sea una
extension finita de grado n de ¥ x. Los morfismos de grado 1 se llaman morfismos birracionales.
Diremos que X e Y son birracionalmente equivalentes si sus cuerpos de funciones racionales son
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.
22.

23.

extensiones de k isomorfas: X x ~ Yy . Las variedades algebraicas birracionalmente equivalentes
al espacio afin se llaman racionales. Es decir, una variedad algebraica sobre k es racional si su
cuerpo de funciones racionales es isomorfo a un cuerpo de fracciones racionales k(z1,...,z,)
con coeficientes en k.

(a) Sea C la ctbica plana y? = x? +23. El haz de rectas y = tx define un morfismo birracional
Al - C,z=1t>—-1,y =13 —t. Calcular el drea del “ojo del lazo” definido por la curva
y? =22 + 3.

(b) Sea C' la ciibica plana y? = x3.
Al - C,z =12 y=13.

El haz de rectas y = tx define un morfismo birracional

Supdngase conocido el siguiente resultado:“Si k — K es una extension finita de cuerpos de
caracteristica cero, entonces existe un £ € K de modo que K = k(£)”. Demostrar que toda
variedad algebraica integra, sobre C, es birracionalmente isomorfa a una hipersuperficie de un
espacio afin.

Probar que si A es un anillo {ntegro entonces (0) es irreducible. Probar que los ideales primos
son irreducibles.

Sea A = k[z,y]/(x,y)? Escribir el ideal (0) como interseccién de ideales irreducibles ;Es el
ideal (0) un ideal primario?

Sea A un anillo noetheriano e I C A un ideal. Si I no es irreducible, sean I e I dos ideales
que contienen estrictamente a I tales que I = I1 N I. Repitiendo este proceso con I; e Is v asi
sucesivamente, probar que este proceso termina en un nimero finito de pasos, obteniéndose I
como intersecciéon de un numero finito de ideales irreducibles.

Probar que en k[z,y] se cumple que (x) N (z,y)? = (x) N (y,22) ¢Son las descomposiciones
primarias tnicas?

Sea m C A un ideal maximal y p C m un ideal primo tal que p  m? ;Puede ser p N m? un ideal
primario?

Probar que los ideales primos asociados al ideal cero de un anillo noetheriano A, son los ideales
primos de A que coinciden con el anulador de algin elemento de A.

Sea O un anillo noetheriano local de ideal maximal m. Sea I C O un ideal tal que r(/) = m.
Probar que m” C I precisamente cuando m™ C [ en O/m”‘l.

Calcular la descomposicién primaria de I = (zy, —y + 22 + y?) en Clz, y].
Calcular una descomposicién primaria reducida de los ideales
(a)
(b)

Hallar la descomposicién primaria del ideal generado en C[z,y] por las ecuaciones de:

I'=(z,y)- (z,y —1) en Clz, y].
I'=(z) (z,y) (z,y — 1) en Clz,y].
(a) Un par de rectas y una recta.

(b) Una recta doble y una recta.
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24.

25.

26.

27.

28.
29.

(¢) Una cénica no singular y una recta.
(d) Una conica no singular y un par de rectas.
(e) Una cénica no singular y una recta doble.

Calcular la multiplicidad de interseccién en el origen de la curva y? = 22 4+ 33 con la curva
y3 + 22 = 0. Es decir, calcular dim¢(Clz,y]/(y? — 2% — y3,y> + 22))., donde x es el origen.

Poner un ejemplo de variedad algebraica que sea la unién de dos componentes no disjuntas, una
de dimensién 2, la otra de dimensién 1.

Sean p(x,y) y q(z,y) polinomios de k[z, y] sin factores comunes. Demostrar que k[z, y]/(p(z,y), q(x,y))

es una k-algebra finita.

Sea m C k[z1,...,z,] un ideal maximal. Probar que m estd generado por n funciones ;Puede
estar generado por n — 1 funciones?

Calcular la dimensién de Krull de C[z,y, 2]/(2® + y* + 22 — 1,y% — 23).

Sea f: X — Y un morfismo de imagen densa entre variedades algebraicas irreducibles. Probar
que el conjunto de puntos y € Y tales que la dimensién de Krull de f~1(y) es igual a dim X —
dim Y contiene un abierto no vacio de Y.
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Variedades algebraicas afines




Capitulo 3

Variedades proyectivas

3.1 Introduccion

En Geometria Lineal el marco “afin” pronto se muestra excesivamente estrecho y es necesario la
introduccién de los espacios proyectivos. Lo mismo sucede en Geometria Algebraica, donde habra que
introducir el concepto de variedad proyectiva. Por poner un ejemplo de esta necesidad, digamos que
el teorema de Bézout, que afirma que dos curvas planas de grados n y m, se cortan en n - m puntos,
es un enunciado en el plano proyectivo, pues es necesario para la validez de este teorema considerar
los puntos del infinito.

Del modo maés simple, podemos decir que la Geometria Algebraica es el estudio de las soluciones
de un sistema de ecuaciones polindémicas en un espacio proyectivo, es decir, el estudio de las variedades
algebraicas proyectivas.

En Geometria Lineal el espacio proyectivo de dimensién n se define como el conjunto de rectas
(que pasan por el origen) de un espacio vectorial de dimensién n + 1. En Geometria Algebraica
vamos a definir de modo equivalente, a partir de A"*! = SpecC|xo, ..., z,], el espacio proyectivo
n-dimensional. Las subvariedades V' que vamos a considerar en A"t son las variedades homogéneas,
es decir, las que contengan para todo punto cerrado p € V la recta que pasa por p y el origen. Asi,
las subvariedades homogéneas de dimensiéon minima seran las rectas que pasan por el origen, que se
corresponderan con los puntos cerrados del espacio proyectivo que queremos asociarle a A?T1,

Si p(xg,...,2Tn) € k[zg, ..., 2,] es una funcién que se anula en la variedad homogénea V, escriba-
mos p(zg, ..., &n) = ps(Toy -, Zn) + -+ pm(zo,...,2,) como suma de polinomios homogéneos. Si
(ag,...,ay,) es un punto de V', entonces también lo es (Aag, ..., Aa,), luego

0 =p(Aag,...,Aan) = XNps(ag, ... an) + -+ AX"pm(ag,...,a,), paratodo A

Por tanto, p;(ag, . ..,ay,) se anula en V, para todo i. En conclusién, V = (I)p, donde I es un ideal
generado por polinomios homogéneos. Es facil ver el reciproco, es decir, si V= (I)p donde I es un
ideal generado por polinomios homogéneos, entonces V' es una variedad homogénea.

Denotaremos por P = Proj Clzy, . .., z,] el conjunto de ideales primos homogéneos (= generados
por polinomios homogéneos) de C[zg, ..., Z,].

Si consideramos en P la topologia inducida por A"*!, entonces los puntos cerrados de P" se
corresponden con las variedades homogéneas de A"t! de dimensién minima, que son justamente las
rectas de A"t que pasan por el origen.

o7
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En Geometria Proyectiva se demuestra que P™ estd recubierto por los subconjuntos U; = {rectas
de C™*! que pasan por el origen y no yacen en el hiperplano x; = 0} y que éstos se corresponden con
los puntos del espacio afin A", del modo siguiente: El morfismo

@ @
A {2, =0} — A, (ag, ... an) — (=2, ..., =)
Q5 (67
tiene por fibras las rectas que pasan por el origen y no yacen en el hiperplano z; = 0, es decir, induce
la igualdad

U; = {rectas A(ag,...,an) | @; £ 0} =—= A"
)\(ao,...,an) (%,---,ij)

En Algebra Conmutativa, veremos que el conjunto U; = {& € ProjClzo,...,zs] que no yacen
en (z;)o} se identifica con ProjClzo,...,2n]s, (se dota a = de grado -1), y la composicién de los
morfismos

Ui A" — (2;)g ——> A"
(g, ... 0m) — (3%, 22)
C[$07 ceey xn}wi <—)C[%7 ey %]
induce un homeomorfismo U; = ProjClzo, ..., o]z, = SpecC[2%,..., 7*]. Ademds se prueba que
P = UU;.
?

3.2 Espectro proyectivo

Procedamos ahora con todo rigor y generalidad.

1. Definicién: Diremos que un anillo R = @ R,, es un dlgebra graduada, si los R; son subgrupos
nez
de R con la suma y si para cada r; € R; y r; € Rj, entonces r; - r; € R;1;. Diremos que r; € IR; es

un elemento homogéneo de grado 1.

2. Definicién: Sea R = & R, un &algebra graduada. Diremos que un ideal I C R de un &lgebra
neZ

graduada es homogéneo, si estd generado por elementos homogéneos.

3. Ejercicio: Probar que un ideal I C R es homogéneo si y sélo si I = @1, siendo I, = I N R,.
n

4. Definicién: Llamaremos ideal irrelevante de R al ideal ( & R,,).
n#0

5. Definicién: Llamaremos espectro proyectivo de R, y lo denotaremos Proj R, al conjunto de
ideales primos homogéneos de R que no contienen al ideal irrelevante.

Evidentemente Proj R C Spec R. Consideraremos Proj R como espacio topolégico con la to-
pologia inicial heredada de la topologia de Zariski de Spec R. Si denotamos (f)f a los ideales
primos homogéneos que contienen a f € R y escribimos f = f, + fot1--+ + fim, €s obvio que
(B = (fr, s f)h = (f)E -0 (fm)E. Por tanto, una base de abiertos de la topologia de Proj R
son los abiertos



3.2. Espectro proyectivo 59

U}l ={x € ProjR, f ¢ p,}, (f homogéneo)

6. Definicién: Llamaremos espacio proyectivo de dimensién n (sobre k) a
Py = Proj k[zo, . . ., zn]

7. Definicién : Diremos que un morfismo de dlgebras ¢: R — R’ graduadas es un morfismo graduado
de grado m € N; si transforma funciones de grado n en funciones de grado n - m.

Si ¢: R — R’ es un morfismo graduado entonces el morfismo inducido ¢*: Spec R’ — Spec R,
aplica ideales primos homogéneos en ideales primos homogéneos. Si suponemos que la imagen del
ideal irrelevante de R por ¢, no estd contenido en mas ideal primo homogéneo que los que contengan
al irrelevante de R’, tenemos definido un morfismo

¢*: Proj R’ — Proj R,z — ¢*(x), donde py.(z) = ¢~ ' (pz)

8. Ejemplo: Sea ¢: k[zo,x1,x2] — kl[zo,x1,22], ¢(x;) = D Nijz;, de modo que det (A;;) # 0.
J

Entonces ¢ es un isomorfismo graduado de grado 1, que induce un isomorfismo ¢*: P? — P2. Diremos
que ¢ es un cambio de coordenadas homogéneo.

Si f € R es un elemento homogéneo de grado m, entonces Ry es una élgebra graduada, diciendo

que el grado de 5}—2 es n — mr, para cada g, € R,. Dejamos que el lector demuestre la siguiente
proposicién.
9. Proposicién: 1. El morfismo de localizacion R — Ry (f homogénea) es un morfismo de grado

1 que induce un isomorfismo

ProjRy = U} = Proj R — (f)§

2. Si I es un ideal homogéneo de R entonces R/I es un dlgebra graduada homogénea, de modo que
el morfismo R — R/I es un morfismo graduado de grado 1 que induce un isomorfismo

Proj(R/I) = (I)}

Dada un algebra graduada R denotaremos por Ry a la subdlgebra de R formada por los elementos
de grado cero.
Por sencillez, supondremos a partir de ahora que R = Ry[&p, . .., &), donde cada &; es de grado 1.

10. Teorema: Sea R = Ry[¢o, . ..,&,]. Denotemos U; al abierto bdsico Proj R — (&)F. Entonces
1. ProjR = ‘L_TjoUi.

2. U; es homeomorfo a Spec Ro[%, cee %’”]

Diremos que U; es un abierto afin de Proj R. Por tanto, el espectro proyectivo admite un recubri-
miento por abiertos afines.

Demostracion. 1. ProjR = AL_rjOUi, ya que ,r_?o(gi)g = (&0,...,&)0 = 0, pues (&, ..,&,) es el ideal

irrelevante.
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2. Rol&0 /&, - - - ,€n/&] es por definicién el subanillo obvio de Re,. La composicién de los morfismos
naturales

Proj R¢, — Spec Re, — Spec Ro[&o/&is - -+, &n/&i]

es el homeomorfismo buscado. En efecto, dicha aplicacién transforma un ideal primo homogéneo p
de Rg, en el ideal primo p N Ry[&o/&:., - --,&n/&]; es claro que todo primo homogéneo p de Rg, estd
determinado por sus elementos homogéneos de grado cero, es decir, por pNRy[€o /&, - - -, €n/&i], luego la
aplicacién es inyectiva. Ademds, es ficil comprobar que si p’ es un ideal primo de Ro[&0/&, - - -, &n/Eils
entonces p’Ry, es un ideal primo homogéneo de Re,, y esta es la asignacién inversa. Finalmente, si
f € R es homogénea de grado n, la biyeccién anterior transforma (f)b = (f/&M)8 en (f/€7)o. Es
decir, es un homeomorfismo.

O

Si C es un cerrado de Proj R, entonces C' = (J){, donde podemos suponer que J es un ideal
homogéneo de R; de hecho el ideal I de todas las funciones de R que se anulan en C' es homogéneo
y C = (I)h. Si C es irreducible, entonces I = p, es primo (y homogéneo) y C es el cierre de = en
Proj R.

Todo subespacio de un espacio noetheriano es noetheriano. Por tanto, si R = k[, . . ., &,] entonces
Proj R C Spec R, es un espacio noetheriano. En particular, Proj R es unién de un ntimero finito de
cerrados irreducibles, luego Proj R = 2, U - -- U Z,, siendo pg,, ..., P, los ideales primos homogéneos

minimales de R.

3.3 Dimensién en variedades proyectivas

1. Definicién: Llamaremos dimensiéon de Proj R al maximo de las longitudes de sus cadenas de
cerrados irreducibles, que coincide con el méximo de las longitudes de las cadenas de ideales primos
homogéneos de R que no contengan al ideal irrelevante.

SiZ; D -+ D Zy es una cadena de cerrados irreducibles de longitud maxima de ProjR y z,, €
U h C Proj R, entonces 1 N U5 - D TN U ¢ €suna cadena de cerrados irreducibles en Ug Como
1a dlmenswn de un abierto es siempre menor o igual que la del espacio, tenemos que

dimProj R = dlng = dim k[&) ,g—n]
gz fz
2. Definicién: Llamaremos variedad proyectiva (sobre k) al espectro proyectivo de un dlgebra
graduada del tipo k[, . - ., &n] = k[xo, - . ., 4]/, siendo I un ideal homogéneo. Es decir, una variedad
proyectiva es un cerrado del espacio proyectivo P™. Si ademés es de dimensién 1, diremos que es una

curva proyectiva.

3. Proposicion: Las variedades proyectivas son catenarias.

Demostracion. Dados dos cerrados irreducibles Z; D s, sea U = Ug un abierto afin que contenga a
9. Toda cadena maximal de cerrados irreducibles de extremos Z; y Z2 induce, cortando con U, una
cadena maximal en U (de extremos dados). Se concluye por 2.8.13, pues U es una variedad algebraica
afin. O
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3.4 Multiplicidad y multiplicidad de interseccién

1. Definicién: Si A es una k-dlgebra finita. Diremos que dimy A es el niimero de puntos de Spec A
(“contando multiplicidades”).

Si C' = Speck[z1,...,z,])/I y C' = Specklxy,...,2x,]/I’ son dos curvas afines sin componentes
comunes, entonces C' N C’ = Speck[xy,...,z,]/(I +I') estd formado por un nitimero finito de puntos
cerrados 1, . . ., T,. Diremos que el niimero de puntos de la interseccién de C' con C’, que denotaremos

w(CNC), es dimy k[zq, ..., z,]/(T +1').
2. Ejercicio: Calcular el niimero de puntos de corte de la recta 2 = 0, con la curva 3° +zy+z3+1 = 0.

3. Lema: Sea A una k-dlgebra de tipo finito de dimension 1. Sean f,g € A no divisores de cero. Se
cumple que

dimy, A/(fg) = dimy A/(f) + dimy, A/(g)

Demostracion. La sucesién

0— A/(f) == A/(fg) = A/(g9) = 0

con (g-)(a) = ga y w(a) = a, es exacta. En efecto, veamos sélo la inyectividad de g-: si ga = 0,
entonces ga = fgh paraun h € A, luego a = fh y a = 0. Ahora ya es facil concluir. O

4. Proposicién: Sean C = p(z,y) =0 y C' = q(z,y) - ¢ (x,y) = 0 dos curvas planas afines sin
componentes comunes. Escribamos C; = q(x,y) =0 y C2 = ¢'(x,y) = 0. Se cumple que el nimero
de puntos de interseccién de C con C’, es la suma del nimero de puntos de interseccion de C' con Cy
mds el numero de puntos de interseccion de C con Cs.

Demostracion. Denotemos A = k[z,y]/(p(z,y)). Entonces el ntimero de puntos de corte de C' con C’
es dimy A/(q - ¢'), el ntimero de puntos de corte de C' con C; es dimg A/(q) y el nimero de puntos de
corte de C' con C es dimy, A/(¢"). Por el lema anterior se concluye. O

Por sencillez, vamos a suponer que k es un cuerpo algebraicamente cerrado.
Escribamos Spec k[z1,...,z,)/(I +1I') = {z1,...,2,}. Por 77

klzy,...,zn)/(T+ 1) = (klx1, .., @n] /(T +1')gy X o X (K[z1, .. zn]/(T+1))a,

Diremos que dimg (k[z1, ..., 2zn]/(I+1))s IR (C'NC") es la multiplicidad de interseccién de C' con
o

C'enxzeCnC.

5. Ejercicio: Calcular la multiplicidad de interseccién en el origen de la curva y? = 22 + y> con la

curva y3 + 22 = 0.

6. Proposicion: El numero de puntos de corte de dos curvas, sin componentes comunes, es igual a
la suma de las multiplicidades de interseccion en cada uno de los puntos de corte de las dos curvas,
es decir,

pCnC)= > p(Cnd)
zeCncC’

Dada la curva plana afin p(z,y) = 0, escribamos p(x,y) = pr(2,y) + pre1(z,y) + - + pu(z, y)
como suma de polinomios homogéneos. Tenemos que

T T

prlay) = -1, 2) =" T2 +b) = [y + biw)

‘x ) .
i=1 i=1
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Es decir, p.(x,y) es el producto de r rectas. Diremos que estas rectas son las tangentes de p(x,y) = 0
en el origen y que la multiplicidad de C = p(x,y) = 0 en el origen es r, nimero que denotaremos por
H(0,0)(C). Por traslaciones estas definiciones se pueden trasladar a todo punto p de p(z,y) = 0. Si
1p(C) =1 diremos que p es no singular. Si u,(C) > 1 diremos que p es singular.

Si dos curvas planas son no singulares en un punto, no es dificil demostrar que la multiplicidad de
interseccion es uno si no son tangentes en el punto y mayor que uno si lo son. En el caso de que sean
singulares, el calculo de la multiplicidad de interseccién es més dificil.

3.5 Teorema de Bézout

Sean C' = p,,(x9,21,22) =0y C' = ppm (20,21, 22) = 0 dos curvas proyectivas planas, sin componentes
comunes y C'NC’ la interseccién de las dos curvas planas.

Si U;LO es un abierto afin que contiene a C N C’, sean © = i—; yy = i—o coordenadas afines y
escribamos W =pu(l,z,y) = plz,y) y %ggfl”) =pm(l,2,y) = q(z,y). Entonces

CnC' =CnC' NUL = Specklz,y]/(p(z,y), a(z,y))

Diremos que el anillo k[z, y]/(p(z,y), ¢(x,y)) es el anillo de funciones de C'NC’, también diremos que
dimy, k[z, y]/(p(x,y), ¢(z,y)) es el nimero de puntos en los que se cortan C'y C'.
El anillo de funciones de C'N C’ no depende del abierto afin U (que contiene a C'NC”) tomado:

sea Ul otro abierto affn que contiene a C'N C’ y escribamos 2/ = + = Dyy ==~L==2y
p(a'y) = p"(mx’l:hxz) = p(;ﬁy) yq'@y) = pm(w;iil@z) = qS,Z?)~ Se cumple que = = i—; es una

funcién que no se anula en ningtn punto de C N C’' N Uﬁm e igualmente z’ = i—‘f es una funcién que
no se anula en ningin punto de C N C’' N U;‘l, luego

1. Teorema de Bézout FEl numero de puntos de interseccion de dos curvas proyectivas planas
C = pn(x0,21,22) =0, C" = g (x0, 21, 22) = 0 de grados n y m, sin componentes comunes, es n-m.
Demostracion. La idea de la demostracién es la siguiente: Supongamos que la recta del infinito (zo)?
no pasa por C N C’. Afinmente nuestras curvas se escribiran p, (1,21, 22) = 0, ¢ (1, x1,22) =0y la
interseccién es C N C’ = Specklx1, z2]/(pn(1,21,%2), ¢m(1,z1,22)) (nOS conviene usar esta notacién
porque nos permite pensar afinmente las curvas C'y C’ como curvas en el plano zo = 1). El “cono”, en
As = Spec klxg, x1, 23], que pasa por CNC" y vértice (0,0, 0), es Spec k[xo, z1, 2]/ (Pn (X0, 1, T2), gm (T0, T1, X2)).
Probaremos que los planos zg = A cortan al cono en el mismo nimero de puntos. La intersec-
cién del cono con el plano zg = 1 es justamente C' N C’. La interseccién del cono con el plano
2o = 0 es la interseccién de p,(zg, 21, 22) = 0,29 = 0, que son n rectas que pasan por el origen, con
Gm (2o, x1,22) = 0,29 = 0 que son m rectas que pasan por el origen. En conclusién, reducimos el
problema del corte de dos curvas de grados n y m al problema del corte de n rectas con m rectas.

Por cambio de coordenadas homogéneo podemos suponer que (xo)g NCNC' = (. Tenemos que
demostrar que

dimy, k[a:l, 1‘2]/(pn(1, z1, xg), Qm(la T, .732)) =n-m

Sea B = k[xo, 1, 2]/ (Pn (20, 71, 22), gm (20, 71, T2)).
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S .
Se verifica que B es un k[zo]-mdédulo sin torsién: Si p(xg) - b = 0, escribamos p(zo) = > a;xf
i=0

s
y b= > bi(xo,x1,22) (siendo los b;(xg, x1,z2) polinomios homogéneos de grado i). Entonces, zf -
i=0

b-(xg, x1,z2) = 0. Es decir, xq seria divisor de cero en B. Si a-zg = 0 en B, entonces a-xog = bp,,+ G-
Entonces, 0 = b(0, z1, 22)pn (0, 21, 22) +¢(0, 21, 22)¢m (0, 1, 22). Como p,, (0,21, 22) y ¢m (0, 21, z2) son
primos entre si, ¢(0,21,z2) € (pn(0,21,22)). Es decir, ¢ € (g, pn), digamos ¢ = ¢1xg + cap,. Luego
(a —c1qm)To = (b+ ¢2)pn. Como xy y p, son primos entre si, a — ¢1Gm, € (pn)- Luego a € (Pn, ¢m) ¥
o no es divisor de cero en B.

El morfismo B < B,, es inyectivo. Denotemos A = [By,Jo. Sabemos que B,, = @& A - z{.
neZ
Denotemos B, = @ A-zj. Obviamente, B es un k[zo]-médulo finito y como B se inyecta en B,
ne

es también un k[zg]-médulo finito. En conclusién, B es un k[xg]-médulo finito sin torsién, luego libre.
Escribamos B = klxg] @ .%. ® k[zo]. Por tanto,

dimy, B/(xo) = dimy B ®p[,) k[0]/(20) = 5 = dimg B ®p[ge) k[zo] /(20 — 1)
= dimy, B/(2o — 1) = dimg k[z1, 2]/ (pn (1, 21, 22), g (1, 71, 22))

Asf pues, tenemos que demostrar que dimy B/(xg) = n - m.

dimy, B/(wo) = dimy, k[z1, 22}/ (pn (0, 71, 22), ¢m (0, 71, 22))

n,m n,m
= Zdimk klz1,xo)/(a;z1 + ajxs, bjzy + b;xg) = Zl =n-m
@] @,

O

En la teoria, un concepto pugna por emerger. Dado un espacio topolégico, podemos hablar para
cada abierto del espacio de las funciones continuas en el abierto. Dada una variedad algebraica
afin X = Spec A, hemos visto que U, = Spec A, y hemos dicho que A, es el anillo de funciones
algebraicas sobre U,. Parece que podriamos decir que en las variedades algebraicas, como en los
espacios topoldgicos, podemos hablar de las funciones algebraicas en cada abierto de la variedad. Es
decir, cuando escribimos X = Spec A, en realidad tenemos en mente la pareja (Spec A, A), y para
cada abierto Uy, la pareja (U,, A,). Dada un variedad proyectiva, X = Proj k[¢y, .. ., &,], hemos visto
que Ug = Spec k[%7 e %"] y podriamos decir que k[%, cey %"] es el anillo de funciones algebraicas
sobre Ughi . De nuevo, parece que podriamos decir, para cada abierto de X, cuédles son las funciones
algebraicas en el abierto. Este va a ser el hecho nuclear en la definicién de variedad algebraica (afin
o no) que debemos explicitar con detalle y rigor. Para ello, se necesitan los conceptos de haces y

espacios anillados, que se estudiaran en cursos posteriores.

3.6 Problemas

1. Probar que el morfismo k[z] — k[x,y]/(p(x,y)) es finito si y sélo si la curva p(z,y) = 0 no tiene
asintotas verticales.

2. Calcular las asintotas imaginarias de la circunferencia 22 4+ 42 = 1.

3. Probar que el conjunto de rectas que pasan por un punto (“haz de rectas”) del plano afin se
corresponde con el conjunto de puntos racionales de una recta proyectiva.
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4. Probar que el conjunto de cénicas que pasan por cuatro puntos no alineados del plano afin se
corresponden con los puntos racionales de una recta proyectiva.

5. Probar que el conjunto de cénicas que pasan tres puntos no alineados del plano afin y es tangente
en uno de ellos a una recta fijada que pasa por el punto se corresponden con los puntos racionales
de una recta proyectiva.

6. Probar que el conjunto de curvas de grado n de P? se corresponden con los puntos racionales
de un espacio proyectivo.

7. Probar que el conjunto de curvas afines de grado menor o igual que n de A? se corresponden
con los puntos racionales de un abierto de un espacio proyectivo.

8. Se dice que en general los puntos de una variedad algebraica irreducible cumplen una propiedad
si existe un abierto de la variedad cuyos puntos cumplen la propiedad. Probar que en general
las curvas planas afines de grado n son irreducibles.

9. Demostrar que en general las matrices cuadradas son invertibles. Sean A y B dos matrices
cuadradas de orden n, probar que ca.p(x) = cp.a(x).

10. Demostrar que RO[%’, R %"] ~ Rol&o,..-,&]/(& — 1) v que por tanto, Ugh ~ (& —1)g. Probar
que Ug x (Al — {0}) = U,. Dar una interpretacién geométrica de estos resultados.

11. Demostrar que el conjunto de puntos cerrados de P*(C) = ProjClxo,...,Tn41] es biyecti-
vo con el conjunto C"** — {0}/ ~, donde (ag,..., ) ~ (af,..., a0 q) si (af,...,al) =
/\(Oé()7 SN 7047z+1)-

12. (a) Escribir las ecuaciones de la curva proyectiva plana ProjClzg, z1,2z2]/(2% + 23 + 23) en

cada uno de los abiertos “afines”, complementario del cerrado (z;)% (“deshomogeneizar”).

(b) Demostrar que el epimorfismo Clzg, 21, x2] — Clxg, x1,22]/(x3 + 2?7 + 23) define una in-
mersién cerrada Proj Clzg, x1, 2] /(23 + 22 + 23) — P?

(¢) Definir una curva proyectiva plana que en uno de los abiertos afines sea la curva plana
“afin” y 4+ 22 = 0. ;Corta la recta x = 0, a la curva y + 22 = 0, en algiin punto del
“infinito”?

13. Demostrar que la recta tangente a una curva de P? de ecuaciones homogéneas p(xg, r1,22) = 0
en un punto (g, a1, @z) no singular es
Op(zo, 21, T2 Op(zo, 1, T2 Ip(zo, 71, T2
¥(Oéov a1, )Xo + ¥(ao,a1, ap) Xy + ¥(ao,a1, )Xo =0

o1 Oz 0o

14. Probar que dim Proj k[, . . ., &,] = (dim Spec k[&p, . .., &n]) — 1.

15. Si X e Y son dos subvariedades proyectivas de P", y codim X + codimY < n, probar que
XNY # 0y que se cumple que

codim X + codimY > codimX NY
16. Sea f € k[&, ..., &) una funcién homogénea de grado mayor que cero y X = Proj k[&, . .., &n]-

Demostrar que
dim(f)f > dim X — 1
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17.
18.

19.
20.
21.

22.

23.

6

Parametrizar la curva 2% — 22y3 — ¢ = 0. Calcular sus soluciones racionales.

(a) Sea C la cibica plana y? = 22+ 23. El haz de rectas y = tx define un morfismo birracional
Al - C,z=1t?>—-1,y=1t3—t. Calcular el drea del “ojo del lazo” definido por la curva
y? = 22 + 28,
b) Sea C la ctbica plana y? = 3.
Y
A —C,z=1% y=1t

El haz de rectas y = ta define un morfismo birracional

Probar que si una coénica tiene un tnico punto singular entonces no es irreducible.
Probar que si una cibica plana tiene exactamente dos puntos singulares no es irreducible.

Probar que si una cudartica plana tiene exactamente cuatro puntos singulares entonces no es
irreducible.

Probar que (0,0), (2,0), (0,2) son puntos singulares de la cudrtica plana zy(z +y — 2) — (22 +
y? — 2z — 2y)? = 0 ;Existen mds puntos singulares? Parametrizar esta cudrtica (mediante un
haz de cdnicas).

Justificar por qué las circunferencias z2 + y?> — 1 = 0, 22 + y?> — 2 = 0 han de ser tangentes en
algin punto del infinito, sin hacer el cdlculo explicito de sus tangentes en los puntos del infinito.



66

Capitulo 3.

Variedades proyectivas




Capitulo 4

Variedades algebraicas lisas

4.1 Mobdulo de las diferenciales de Kahler

Justifiquemos o introduzcamos la definicién de diferencial de Kéhler, a partir de la definicién conocida
de diferencial en Anélisis o Geometria Diferencial.

Como es bien conocido, el incremento en un punto a € R, de una funcién real f, se define
A f = f— f(a). Esta definicién es ampliable a las funciones algebraicas sobre la recta afin, es decir,
para k[z]: Dado p(x) € k[z] y a € k (equivalentemente, el punto “racional” « € Speck[z], donde
m, = (z — )), se define el incremento de p(z) en o como A,p(z) := p(x) — p(a). Més en general,
dada una k-dlgebra A y un punto racional a € Spec A (es decir, A/m, = k), se define el incremento
de una funcién f € A en el punto o como A, f := f — f(a) (donde f(a) = f € A/m, = k).

La diferencial de una funcién real y diferenciable f en un punto « € R se define como d f = f—f(«)
mod (z — «)?. Es decir, si m, es el ideal de las funciones diferenciables que se anulan en «, entonces

dof =Aof = f— fla) € my/m2

En general, dada una k-dlgebra A y un punto racional o € Spec A, se define la diferencial de la funcién
f € Aen el punto a como dof := Ay f = f — f(a) € my/m2. El k-espacio vectorial m, /m2, al que
pertenecen las diferenciales de funciones en «, se le denomina espacio cotangente en a de Spec A.

El siguiente paso es abstraernos del punto concreto o € R. El incremento de una funcién diferen-
ciable f(z), en un punto Z, cualquiera, lo podemos definir como Af(x) := f(z) — f(Z) (con precisién,
Af(x) es la funcién definida en R x R, cuyo valor en cada punto (z, Z) es f(z) — f(Z)). Obviamente,
Af(x) se anula sobre la diagonal de R x R y su restriccién a R x o es A, f. Ademds, si A es el
ideal de las funciones diferenciales de R x R que se anulan en la diagonal, entonces la restriccién de
A a R x « es m,. Puede demostrarse que la definicién de diferencial de una funcién, en Geometria
Diferencial o Analisis, es df := Af = f(x) — f(Z) € A/A2. Se dice que A/A? es el C**(R)-médulo de
las diferenciales de las funciones diferenciales de R.

Consideremos el anillo k[x] de las funciones algebraicas de la recta afin y k[z] ®j k[z] el anillo de
funciones algebraicas de Ay x; Ay = As. Los morfismos k[z] — k[z, T] = k[x] ® k[z], p(x) — p(x),
p(x) — p(Z) son obviamente los morfismos p(x) — p(z) @1 y p(x) — 1®p(z), que inducen por tomas
de espectros las dos proyecciones naturales de A; x; A; en A;. La inmersion diagonal A; — Ay x; A4,

a — (a,a) es el morfismo inducido por el morfismo de anillos k[z] ®j, k[z] 2, klz], p(x) ® q(z) —
p(zx) - q(z). El ideal de las funciones algebraicas que se anulan en la diagonal es Ker ¢.

67
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M34s en general, sea k un anillo y A una k-dlgebra. Si definimos Spec A X Spec A := Spec(A®y A),
los morfismos A - A®p A, a— a® 1y ar— 1® a, pueden interpretarse como los morfismos que
asignan a cada funcién f(x) de Spec A, las funciones de Spec A X Spec A f(x) y f(Z). Diremos que
el morfismo Spec A — Spec A x Spec A, inducido por el epimorfismo de anillos

AQprA— A, a®br—a-b

es la inmersién “diagonal” de Spec A en Spec A x Spec A.

1. Definicién : El nicleo del morfismo
AQprA— A, a®br—a-b

se denomina ideal de la diagonal y lo denotaremos por A. Dada f € A, llamaremos incremento de f
en un punto cualquiera a f®1—-1® f € A.

Observemos que A es un A ®j; A-mddulo, luego es un A-médulo por la izquierda y por la derecha.

2. Proposiciéon: A estd generado, como A-mddulo por la izquierda, por los incrementos de funciones.
Demostracion. Si > a; ® b; € A, entonces > a;b; = 0, luego Y a; @ b; = > a; ®b; — > a;b;®1 =
i i i i i

Z—(Il@l(bZ@l—l@bz) O

3. Definicién: A/A? se denomina médulo de las diferenciales de Kéhler de A sobre k y se le denota
por Q4. El morfismo
d: A— Qyup
a—a®l1—-1®a
se denomina diferencial, y sus imdgenes da € {24/, se denominan diferenciales exactas. .

Q4 es un A ®, A-médulo anulado por A. Por tanto, es un A = (A ®, A/A)-médulo y sus
estructuras de A-médulo por la derecha e izquierda coinciden. Por la proposiciéon anterior, 24, es
un A-médulo generado por las diferenciales exactas.

La sucesién exacta de A-médulos

0-A—- AR A—A—0

escinde, por la izquierda (resp. por la derecha), pues A - AQr A, a+— a® 1 (resp. a — 1 ®a) es
una seccion del epimorfismo A ®; A — A.

4. Proposicién: Sea m, un ideal de A tal que A/m, = k. Se verifica que A @4 A/m, = m,. Es
decir, “la restriccion a Spec A X « del ideal de las funciones que se anulan en la diagonal es el ideal
de las funciones que se anulan en o”

Demostracion. Dado que la sucesién exacta
0 A—- AR A—-A—0
escinde, si tensorializamos por ® 4 4/m,, obtenemos la sucesién exacta
0—>A®sA/my —>A— A/m, — 0

y se concluye que A ® 4 A/m, = m,,. O
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5. Corolario: Sea m, un ideal de A tal que A/my = k. Entonces
QA/k % Ajm, = ma/mi

Demostracion. Es inmediato de la definicién y de la proposicién anterior. O

6. Observacion: Sim, es un ideal de A tal que A/m, = k, entonces la composicién de la diferencial
d: A — Qyuyy, con el paso al cociente 4/, — Q) (184) A/m, = m,/m2, define un morfismo

do: A — my/m?

que se denomina diferencial en «, y que vale d,(A) = f— f(a), donde f(«) es la clase de f en
Ajm, = k.

7. Proposicién: Si k — k' es un morfismo de anillos, entonces que
Qa/k ® k= QA%)k’/k’

Demostracion. Denotemos A 4 el ideal de la diagonal definido a partir de A. Denotemos Ay = AQLE'.
Si tensorializamos la sucesién exacta

0—-A4 AR A—>A—0
por ®ik’, obtenemos la sucesién exacta
0= A4k — Ap Qu A — A — 0
Luego, Aj ®k k' = Ay,,. Por tanto, Q4 @ k' = (Aa/AY) @k K = (Aa @k k) /(A% @1 k') =
AAk,/Aik_, =Qa, k- -

4.2 Mobdulo de derivaciones

1. Definicién: Sea A una k-algebra y M un A-mdédulo. Diremos que una aplicacién D: A — M es
una k-derivacion si verifica las siguientes condiciones:

1. D es un morfismo de k-mdédulos.

2. D(ab) = bD(a) + aD(b) para todo a,b € B.

Observemos que D(1) = D(1-1) = 1D(1)+1D(1) = 2D(1), luego D(1) = 0. Ademds, dado A € k,
D(\) = AD(1) = 0.

El conjunto de todas las k-derivaciones de A en M se denota por Dery (A, M). Si definimos

(D + D')(a) := D(a) + D'(a) (aD)(b) := aDb

tenemos que el conjunto de todas las k-derivaciones de A en M tiene estructura de A-mddulo.

2. Proposicién: La diferencial d: A — Q 4/, es una k-derivacion.
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Demostracion. si denotamos da = a® 1 — 1 ® a, es inmediato comprobar que é(ab) = a - §b+ (da) - b.
Haciendo médulo A%, y teniendo en cuenta que la multiplicacién por la derecha y por la izquierda
coinciden en 24/, se concluye. O

3. Corolario: Sim es un ideal tal que A/m =k, entonces dp: A — m/m? es una k-derivacion.

Demostracion. Inmediato. O

4. Proposicion : Sea m un ideal de A tal que A/m = k. Sea M un k-mddulo, luego A-mddulo a
través del cociente A — A/m = k. Se verifica que

Dery(A, M) = Homy,(m/m?, M)

En particular,
Dery(A, k) = Homy(m/m?, k) =, (m/m?)*

Demostracion. Dada una k-derivaciéon D: A — M, define por restriccién un morfismo Dy : m — M,
que se anula sobre m?, pues D(m?) C mD(m) = 0 porque M estd anulado por m. Por tanto define un
morfismo D|m: m/m? — M. Reciprocamente, cada morfismo de espacios vectoriales w: m/m? — M,
define, componiendo con dy,, una k-derivacién A — M. Dejamos al lector que compruebe que estas

asignaciones son inversas entre si.
O

5. Teorema: FEziste un isomorfismo candnico
Hom(Q4 5, M) = Deri(A,M), w— wod

Demostracion. Por la proposicién anterior, para todo A-médulo M se verifica Dera(A @, A, M) =
Hom 4 (A/A2% M). Por tanto, basta probar que para todo morfismo de anillos k — &’ y todo A ®y, k'-
médulo M, se tiene un isomorfismo

Dery(A, M) ~ Dery (A @y k', M)

Dada una k-derivacién D: A — M, define una k’-derivacién D': AQik’ — M, definida por D'(a®\) =
(1® M) - D(a). Reciprocamente, toda k’-derivaciéon D': A ® k' — M, define, componiendo con
A — A Qi k', una k-derivacién de A en M. Una asignacién es la inversa de la otra. O

Calculemos el médulo de diferenciales de Kahler de k[z1,...,z,]. Primero calculemos el médulo
Dery(klzy,...,x,], M). Toda derivacion D de k[zy,...,x,] en M estd determinada por los valores
Dz;, i € {1,...,n}. Si denotamos por D" =3, mia% la derivacién definida por

ap(xlv ce 7xn)
D/(p(zla'“axn))zza—xi'mi

i
entonces D = > iDzi%, para toda derivacién.
T

Por tanto, Dery (k[z1,...,2,], M) = Ma%l ®---®M:2. El k[zy,...,z,]-médulo libre de rango

ox, *
n, que por razones obvias denotamos L = k[zy,...,z,]dx; & -+ @ k[z1,...,2z,]dx,, cumple que
Homyy, ... o, (L, M) = Derg(k[x1,...,2,], M), por tanto

Qfzr,.cwn] /b = klz1,...,xp)dey ® - ® k[xq,. .., x,]de,
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6. Proposicién: Sea S un sistema multiplicativamente cerrado de A. Se verifica

(Qask)s = Qag /i

Demostracion. Empecemos demostrando que si M es un Ag-mdédulo entonces Dery (A, M) = Dery(Ag, M).
Basta ver para ello, que toda derivaciéon D € Dery(A, M) extiende de modo unico a una derivacién
de Ag. La tinica derivacién D’ que puede coincidir con D en A es:

D'(a/s) = (sDa — aDs)/s*
Ahora ya, tenemos

Homag (Qag ks M) = Dery(As, M) = Derp(A, M) = Homa(Q4 5, M)
= Homa, ((Qa/x)s, M)

Luego (Qa/k)s = Qag/k-

Dejamos al lector que demuestre con el mismo método
7. Proposicién: Qg )k = (Qa/x Ok B) © (A @1 Qp/i)-
8. Proposicion: Qaxpy/k = Qa/r © Qp/i

Para terminar estudiemos las sucesiones exactas de diferenciales. Comencemos para ello con las
sucesiones exactas de derivaciones.

9. Proposicién: Si B es una A-dlgebra y N un B-mddulo, la siguiente sucesion es exacta:

0 — Ders(B,N) — Dery(B,N) — Derip(AN)
D — D
D — D\A

Demostracion. Es evidente. O

Si B es una A-algebra, el morfismo A — g/, a — da induce por 4.2.5, un morfismo Q4 —
Qp/k- De otro modo, con las notaciones obvias, tenemos que A 4 esté “incluido” en Ap, luego tenemos
un morfismo Q4 = Ag/A% — Ap /A% = Qp .

10. Proposicién: Si B es una A-dlgebra, la siguiente sucesion es exacta:
QA/]C ®A B — QB/]C — QB/A — 0

Demostracion. Basta probar que para todo B-mdédulo N, la sucesién

0 — Homp(Qp/a, N) — Homp(Qp/k, N) — Homp(Qa/, @4 B, N)
Il Il Il
Ders(B,N) Dery(B,N) Homa (24 /%,N)
DCT')J(‘A,N)

es exacta. Lo es por la proposiciéon anterior.
O

11. Proposicién : Si I es un ideal de A y N es un A/I-mddulo, la restriccion a I de cualquier
k-derivacion D: A — N es un morfismo de A-mddulos. La siguiente sucesion es exacta

0 — Deri(A/I,N) — Dery(A,N) — Homyu (I, N)
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Demostracion. Es evidente. O
12. Proposicion: Sea I C A un ideal. La sigquiente sucesion es exacta

1)1 = Quy @4 AJT — Qayrym — 0
Demostracion. Basta probar que para todo A/I-médulo N, la sucesién

0 — Hom /7 (Qa/ry/x, N) — Hom a7 (Qasx ®a (A/I),N) — Homy,7(1/I%,N)

Il I Il
Dery(A/I,N) Homa (Q4/k,N) Hom 4 (I,N)

J
Der,(A,N)
es exacta, luego se termina por la proposiciéon anterior. O

13. Corolario: Qi(z,....e0]/(p1,....pr))/k €S tgual a

(klz1, .. zn)/P1s -y pr)dz1 ® ... ® K[z1, ..., 28]/ (D1, - - -, Dr)dxy) /(dp1, . . ., dpy)

4.3 Cono tangente y espacio tangente en un punto

El espacio tangente a una variedad diferenciable en un punto es un concepto intrinseco, que no depende
de la inmersion de la variedad diferenciable en un R™. El espacio tangente a una variedad en un punto
se define en términos de su anillo de funciones diferenciables. Ya sabemos que la diferencial de una
funcién en un punto y los médulos de diferenciales de Kéahler son conceptos algebraicos. En esta
seccién, dado un anillo local, definiremos el espacio tangente en el punto cerrado.

Comencemos con un ejemplo sencillo. Consideremos el nodo en el plano afin y? — 22 + 23 = 0. El
espacio tangente en el origen del nodo es aquella variedad homogénea que mejor se aproxima al nodo.
El nodo “infinitesimalmente” en el origen es equivalente a y? — 22 = 0. Asf pues, diremos que el cono
tangente a y2 — 22+ 23 = 0 en el origen es y? — 2 = 0. En general, si una subvariedad X C A,,, viene
definida por los ceros de un ideal I C k[zq,...,x,], entonces el cono tangente C,, X en el origen es la
variedad definida por el ideal I, = (f,)fecr, donde f, es la parte homogénea de grado més pequefio
de f. Es decir, si pensamos que X es la interseccion de las variedades f = 0, con f € I, entonces el
cono tangente es la interseccién de las variedades homogéneas f, = 0.

Veamos cémo construir I;,. Consideremos el ideal maximal m, = (z1,...,2,) C klx1,...,2,]/1]
de las funciones de X que se anulan en el origen. Se verifica que

m’ /m" ™! = {Polinomios p(x1,...,,) homogéneos de grado r}/{fr} =t + +f.cI
Por tanto, ?tﬁ;/nﬂ;*‘l = k[z1,...,2,])/In. Entonces Spec ?ﬁig/ﬁl?l es el cono tangente de X en x y

oo
Proj 7"6—9061; /mi 1 es el espacio tangente de X en .
Demos ahora las definiciones con toda precisién y mayor generalidad.

1. Definicién: Una filtracién de un A-médulo M es una cadena de submddulos

M=My2M 2Ms2---2M,2...

L Advertamos que debemos tomar todas las f € T y que no basta con tomar cualquier sistema generador
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2. Definicién: Llamaremos graduado de M por la filtracién {M,,} al médulo GM = ES M; /M.
i=0

Si I es un ideal de A, denotaremos G;M al graduado de M por la filtracion M,, = I"M.

3. Definicién: Sea X = Spec A y x € X un punto cerrado de ideal m. Llamaremos cono tangente

de X enza

C,X = Spec GmA := Spec & m' /m**?!
=0

Llamaremos vértice del cono al punto de C;, X definido por el ideal (maximal) irrelevante & m”/m"*+1.
r>0

Llamaremos espacio tangente de X en x a
T,X :=Proj Gh,A

4. Ejemplo: El cono tangente de un espacio afin en el origen es isomorfo al espacio afin. Es decir,
si A=klxy,...,zp] y m=(21,...,2,), entonces G A ~ A.

5. Proposicién: Sea I C A un ideal y f € I" —I"*1. Denotemos f, la clase de f en I" /I"T* C G A.
Si fr es mo divisor de cero en G A, entonces

1. (fynI™=f-I"", parar > n.
2. Gi(A/(f)) = (GrA)/(f.), donde I es el ideal I en A/(f).

Demostracion. 1. Es claro que f-I™" C (f) N I™. Probemos la inclusién inversa. Si h € (f) NI,
entonces h = f - g, con g € A. Sea s > 0 el maximo tal que g € I*. Tenemos que ver que s > n — r.
Escribamos 0 # gs = g € I°/I°*L. Por hipétesis, 0 # f,. - gs € I"T5/I"5T1 Tuego h = f-g ¢ I"tsTL.
Por tanto, n <r+ s+ 1, es decir, s > n —r.

2. Por 1., la sucesion

0— In—r/In—r-i-l 'fi‘lfr In/In+1 N fn/fn-i—l =0

es exacta, luego Gr(A/(f)) = (G1A)/(f).
O

(z,y) + Pni1(z,y) + ... + pm(x,y) como suma

6. Ejercicio: Escribamos el polinomio p(z,y) = pn
)0, con my, = (z,y). Demostrar que G, O =

de polinomios homogéneos. Sea O = (k[z,y]/p(z,y
klz, yl/ (pn (2, y)-

7. Ejercicio: Probar que el espacio tangente de la interseccion de dos hipersuperficies transversales es
la interseccién de los espacios tangentes. Es decir, considérese el espacio afin A = Spec k[z1, 2, z3] y
las superficies fi(z1, 22, x3) =0, fo(x1, 22, 23) = 0. Sea m = (z1,x2,23), ¥ fi,n, f2,m las componentes
homogéneas de grado minimo de f1, fo. Si fon es no divisor de cero en Gn(k[z1, 22, 23])/(f1)) =
k[z1, 2, 23]/ (f1,n), entonces

Gu(k[z1, 22, 23]/ (f1, f2) = K21, 22, 23]/ (f1,0) f2,m))

8. Teorema: Sea X = Spec A una k-variedad algebraica, © € X un punto cerrado. Se verifica que
la dimension del cono tangente a X en x es igual a la dimension de la variedad algebraica en x, es
decir,

dimA, =dimGy, A
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Demostracion. Los ideales primos minimales de una k-dlgebra graduada k[&y,...,&,], gré = 1, son
homogéneos, porque dado un ideal primo el ideal generado por sus elementos homogéneos es un ideal
primo homogéneo contenido en él. Es decir, todas las componentes irreducibles de una variedad
homogénea pasan por el origen. Por tanto, la dimensién del cono tangente de una variedad es la
dimensién del anillo graduado localizado en el vértice.

Veamos que dim A, > dimGy, A = n: Sean fi,..., f,, n-elementos de G, A k-algebraicamente
independientes. Si todas las componentes homogéneas de f; dependen algebraicamente de fs, ..., f,
entonces f1 también dependeria algebraicamente de fo,..., f,. Podemos suponer que f1,..., f, son

homogéneos, es mas, tomando potencias de ellos podemos suponer que son homogéneos del mismo
grado, digamos m. Sean g; € m™ C A, tales que g; = f; € m”/m™*1. Es f4cil probar que los g; son
algebraicamente independientes. Tenemos, pues, una inclusién k[zq,...,z,] < A, x; — g;. Sea p
un ideal primo de A, que corta a k[z1,...,x,] en cero, entonces el grado de trascendencia del cuerpo
de fracciones de A;/p es mayor o igual que n, luego la dimensién de A, /p es mayor o igual que n y
dim A, > n.

Veamos que dim A, < dim Gy, A = n: Procedamos por induccién sobre n. Si n = 0, entonces no
hay més ideal primo que el irrelevante, que habra de ser nilpotente. Luego paran >> 0, m? /m?+! = 0,
y por el lema de Nakayama en A;, m? =0, y dim A, = 0. Supongamos que n > 0. Sea f un elemento
homogéneo tal que dim(Gy, A)/(f) = n — 1, Digamos que el grado de f es m, y sea g € mI"
tal que g = f € m”/m™*1. Como el graduado de A/(g) es un cociente de (G, A)/(f) entonces
dim G, A/(f) < n — 1. Por induccién dimA4,/(g9) < Gm, A/(f). Como dimA, < A./(g) + 1,
concluimos que dim 4, < dim Gy, A.

O

4.4 Anillos locales regulares

El objetivo de esta seccién es caracterizar localmente los anillos de funciones de las variedades al-
gebraicas sin singularidades, es decir, regulares. Diremos que una variedad algebraica de dimensién
n es regular en un punto si y sélo si existen n hipersuperficies que se cortan transversalmente en el
punto, con multiplicidad de corte 1. Esta definicién equivaldra a que el cono tangente a la variedad
en el punto sea un espacio afin. Mds adelante daremos criterios diferenciales que caractericen la
regularidad.

Los anillos de funciones algebraicas de la ctispide 32 — 22 = 0, el nodo y? — 22 + 23 = 0, el cono
22 + 3% — 22 = 0 son no regulares en el origen y regulares en cualquier otro punto, como veremos.

1. Notacién: Supondremos siempre que O es el anillo local en un punto cerrado de una variedad
algebraica y m el ideal maximal.
2. Definicién: Diremos que O es regular, si dim O = dime/m m/m2. El espacio vectorial m/m? se
denomina espacio cotangente de Zariski.

Si O es el anillo local de una variedad algebraica entonces dim O < dimg/m m/m?, porque si
dime m/m2=ny fi,..., fu es un sistema de pardmetros obtenido por Nakayama, sabemos por el
teorema del ideal principal de Krull que dim O < n. Por tanto,

Oes regular < dim O > dime m/m?

3. Proposicién : Sea dimO = n. O es reqular si y solo si existe un sistema de n pardmetros
f1,- -, fn que generan el ideal maximal.
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Demostracion. Si O es un anillo regular entonces n = dimO = dimep m/m2. Si fi,...,fn es
un sistema generador de m obtenido por Nakayama, éste serd el sistema de pardmetros buscado.
Reciprocamente, si f1,..., f, es un sistema de parametros que generan m entonces dimQ = n >
dime /m m/m?2, luego O es regular. O

Aunque no hayamos definido la multiplicidad de interseccién, digamos que esta proposicién se
interpreta geométricamente del siguiente modo: “Una variedad algebraica irreducible X = Spec A de
dimensién n, es regular en un punto cerrado = € X si y sélo si existen n hipersuperficies, (f;)o, que
se cortan con multiplicidad 1 en z”.

4. Proposicién: El anillo local de k[x1,...,x,] en el origen es un anillo regular de dimension n.

Demostracion. Denotemos m = (21, ...,2,). Sabemos que k[z1, ..., Z,]m es un anillo local de dimen-
si6n n. Como dimg m/m? = n se concluye. O

5. Teorema: O es reqular si y sélo si GO = klxq,...,2,], con k = O/m. Es decir, O es regular
si y solo si el cono tangente en el punto cerrado es un espacio afin.

Demostracion. Si O es un anillo regular de dimensién n, existe un sistema de pardmetros fi,..., f,
que genera el ideal maximal m de O. Se tiene entonces un epimorfismo graduado

Elxi,...,zpn) — GO
que ademas es inyectivo por 4.3.8.
Reciprocamente, si GnO = k[z1,...,x,], entonces por 4.3.8, dim O = n. Ademds
dimy, m/m2 =dimg(z1,...,z,)/(x1,. .. ,:cn)2 =n

luego O es regular.

6. Lema de Krull: Sea m el ideal mazimal de O. Entonces

Nm"=0
neN

Demostracion. Procedamos por induccién sobre dim O. Si dim O = 0, entonces m™ = 0 para n >> 0

y se concluye. Sea dimO = n > 0. Sea f € O de modo que dim(f)y = n — 1. Por hipétesis de

induccion N "™ = 0 en O/(f), luego N m™ C (f). Igualmente, N m™ C (f"), para todo r € N.
neN neN neN

Asi pues, dada g € HQNm”, tenemos que g = f - g1 = f2- g2 = .... Tenemos la cadena de inclusiones

(1) € (91,92) € ---. Por noetherianidad, para algin i, (¢1,...,9;) = (g1,...,9i+1). Entonces,
(9i+1) € (91,---,93) ¥ _ _
(9) = Hgiw) S F- 1" (915-591) S [ (9)

y por el lema de Nakayama g =0y ﬁNm” =0. O
ne

7. Proposicién: Si O es regular, entonces es integro.
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Demostracion. Sean f,g € O, no nulas. Sea m el ideal maximal de O. Por el Lema de Krull,

ﬂNm” = 0. Por tanto, existen 7,5 € N de modo que f € m" —m"*t!, g € m* — m**tl. Es decir,
ne

fem /m !y gem®/m*t! son no nulas. )
_ Si O es regular, entonces GO = k[z1,...,2,] es un anillo integro. Por tanto, f - g # 0, luego
frg=f-gem™¥/m*Flnoesnuloy f-g#0. O

Sea x el punto cerrado de SpecO. Si f € m,, denotaremos d,f la clase de f en m,/m2 y la
denominaremos diferencial de f en z. En el caso de que O sea una k-dlgebra y O/m, = k, denotaremos

f(zr) = f € O/m, =k y definiremos d, f = f — f(x) € m,/m2.

8. Teorema: Sea O un anillo local reqular de ideal mazimal m, y sea I C O un ideal. Entonces O/I
es reqular < I estd generado por un sistema de pardmetros cuyas diferenciales en x son linealmente
independientes.

Demostracion. Denotemos m,, la imagen de m, en O/I.
<)Sil=(f1,.---,fr) vy {dufi1,...,dsfr} son linealmente independientes en m, /m2, entonces la
sucesion
0 — I/m,I — m,/m? —m,/m2 — 0

es exacta, porque fi,..., f, es un sistema generador de I/m,I linealmente independiente en m, / m2.
Por tanto,
dime /m, Mg/M2 = dime /m, Me/m2 —r =dim O —r < dim O/1

luego O/I es regular (y de dimensién dim O — r).
=) Supongamos que O/I es regular. Escribamos dim O = ny dim O/I = n —r. Consideremos la
sucesién exacta
I/m, I —m,/m2 —m,/m2 — 0

Sean fi,...,f, € I tales que fi,..., f, sea una base del niicleo del epimorfismo m,/m2 — m,/m2.
Se tiene un epimorfismo O/(f1,..., fr) — O/I, que es isomorfismo: en efecto, por la implicacién
anterior, O/(f1,..., fr) es regular y de dimensién n — r; si hubiese ntcleo, la dimensién de O/I seria
menor que n — r, por 2.8.9, ya que O/(f1,..., f») es integro por ser regular.

En conclusién, I = (f1,..., fr) ¥y dof1,...,dsfr son linealmente independientes. O

Los anillos locales de una variedad diferenciable, si bien no son noetherianos, pueden considerarse
regulares, pues el cono tangente en todo punto es un espacio afin. Sea X una variedad diferenciable e Y’
el cerrado definido por r funciones diferenciables fi, ..., f,. € C*°(X). Es bien conocido en Geometria
Diferencial que si dy fi,...,d, fr son linealmente independientes para todo y € Y, entonces Y es una
subvariedad diferenciable de X.

4.4.1 Grado de trascendencia y dimensién del médulo de diferenciales

Queremos relacionar la regularidad con la “lisitud”. Con otras palabras, queremos relacionar la
regularidad de una variedad en un punto, con el rango de las diferenciales de Kéhler en el punto.
Empecemos relacionando la dimensién de una variedad con el rango de las diferenciales de Kéhler.

9. Proposicién: Sea k — K = k(&1,...,&n) una extension de tipo finito. Se verifica
dimK QK/k Z grtrk K

Ademds, la desigualdad es una igualdad si y sdlo si existe una base de trascendencia {x1,...,x,} tal
que k(z1,...,2,) — K sea una extension separable.
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Demostracion. Sea ¥ — X(€) una extensién. Se verifica que

di 0 _ | dimg Qg + 1, si € es trascendente
MR 2 /k = dimy, Qy/p 6 dimg Q55 + 1, si € es algebraico

En efecto: Consideremos X[z]. Tenemos que
s/ = Caiklel/k = (Qz/k Ok k2]) © (8 @k Qefoy/n) = Lok @5 X(z]) © X[r]dr

Localizando en el punto genérico de X[z]

Qs@ye = Qe @ X(z)) © X(v)dr

y se concluye la primera parte. Supongamos ahora que ¢ es algebraico. Asf pues, 3(§) = X[z]/(p(z)).
De la sucesién exacta 0 — (p(z)) — X[z] — X(£) — 0, se obtiene la sucesién exacta de diferenciales

(p(2))/(p(x)?) —  Qspa/k E(g[i] 3(€) = Qs — 0
p(z) = dp(x)

Como
Qs(a)/k 2@[91_] 2(6) = Qs @5 X(&)) @ X(§)dx

se concluye que
. _J dims Qs si dp(x) #0
dimse) Qse)/n = { dimy Qy/, +1, sidp(x) =0
La primera parte de la proposicién se deduce recurrentemente de lo anterior. En particular,
observemos que si ¥; < Y3 es una extensién de tipo finito y Qx,/5, = 0 entonces ¥; — X3 es
algebraica, luego finita.

Sea {x1,...,2,} una base de trascendencia de K y K’ = k(x1,...,2,). Si K’ — K es separable,
de la sucesién de diferenciales

(**) QK’/k ®K’KLQK/I<:_>QK/K’_)0
I
0

deducimos que i* es un epimorfismo, luego dimg Qg < dimg: Qg = n = grirg K y por tanto
dimg Qg /g = grivg K.

Recfprocamente, si dimg Qg = grtrgy K = n, sean x1,...,7, € K tales que dz1,...,dz, sean
una base de Q. De la sucesion ** obtenemos que i* es epiyectiva, luego g k= 0. Por tanto,
K’ — K es finita y separable y {z1,...,2,} es una base de trascendencia. O

10. Proposicion : Si k es un cuerpo perfecto y K es una extension de tipo finito entonces existe
una base de trascendencia {x1,...,x,} de modo que el morfismo k(zx1,...,x,) — K es separable y

Demostracion. Sean x1,...,r, € K tales que dr,...,dr, sean una base de {lg,;. El morfismo
k(xz1,...,2,) — K es separable, por la sucesién exacta *x de la proposicién anterior. Sélo tenemos
que ver que i, ...,Z, son algebraicamente independientes. Si no fuesen algebraicamente indepen-
dientes, sea p(x1,...,x,) = 0 una relacién algebraica de grado minimo. Entonces, dp(z1,...,z,) =
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9P qp. — Op _
> sedw; =0, luego 52 =

nemos {/p(z1,...,2n) = /q(@, ..., 2h) € k[zy,...,z,] por ser k perfecto. Ademds, {/p(x1,...,T,)

0 para todo 7, de donde se deduce que p(z1,...,z,) = q(z},...,2L). Te-

es un polinomio de grado menor que el de p(x1,...,x,), que anula a z1,...,z,. Contradiccién.
Por dimensiones y por la sucesiéon exacta ** de la proposicién anterior, concluimos que Qg /, =
Kdx1 ® ... 0 Kdx,. O

4.4.2 Criterios diferenciales de regularidad

11. Definicién: Sea X = Spec A. Diremos que X es regular en un punto cerrado x, si A, es un
anillo regular. Diremos que X es regular si lo es en todo punto cerrado.

12. Ejercicio: Sea X = Speck[z1,...,2,]/(p(z1,...,2,)). Demostrar que X es regular en un punto
a=(a,...,ap) siy sélo si Z%(al’ cooap)dai #0
(2

13. Teorema: Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado. Sea O el anillo local en un punto cerrado
de una variedad algebraica sobre k. Entonces

O es reqular < Qo es un O-mddulo libre de rango dim O.

Demostracion. =) Sea m el ideal maximal de O y ¥ el cuerpo de fracciones de @. Como O es regular
dimgm/m? = dimO = grtr¥ = n. Sea wi,...,w, un sistema generador de o/x obtenido por
Nakayama (recordemos que Qo ®0 O/m = m/m?). Consideremos la sucesién exacta

0—Kerg— 00" 00 -2 Qo — 0
(0,...,1,...,0) — w;

Localizando en el punto genérico (los anillos regulares son integros) tenemos

0—>(Ker¢>)0—>2®-7-®2—>§22/k—>0

Ahora bien, por la proposicién 4.4.10, dimy, Qs /4, = grtr ¥ = n. Por tanto, (Ker ¢)o = 0. Pero Ker ¢

estd incluido en un O-mddulo libre, que no tiene torsién, luego Ker¢ =0y Qo = O @ tao.
<) Si Qo es un O-médulo libre de rango dim O, entonces dim O = dimp /(R0 /1 ®o O/m) =
dimep /m m/m?, luego O es regular.
O

14. Ejercicio: Sea k = Z/3Z(t) y A = Speck[z,y]/(y* + 3 — t). Demostrar que la curva plana
Spec A es regular en todo punto cerrado pero 4 ,; no es un Az-médulo libre de rango 1 para
my = (mg - tvy)'

15. Definicién: Se dice que una variedad algebraica conexa es lisa si su médulo de diferenciales es
localmente libre de rango igual a la dimensién. En general, una variedad algebraica se dice lisa si lo
es cada componente conexa.

Una variedad algebraica es lisa si y sélo si lo es por cambio de base, pues el médulo de diferenciales,
el rango y la dimensién cambian de base . El teorema anterior dice que sobre cuerpos algebraicamente
cerrados las variedades lisas coinciden con las regulares. El ejercicio anterior muestra que el concepto
de regularidad no es estable por cambio de base, pues la curva del ejercicio no es lisa pero si regular
y por cambio de base al cierre algebraico no es lisa, luego tampoco regular.
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16. Proposicién: Sea X = Spec A una variedad algebraica integra sobre un cuerpo k algebraicamente
cerrado. El conjunto de puntos cerrados requlares de X es un abierto no vacio (del conjunto de puntos

cerrados de X ).

Demostracion. Sea ¥ el cuerpo de fracciones de A. Sabemos que dimy Qy/;, = grtr ¥ = dim X. Por
tanto, si z € X es un punto cerrado tal que 24,/ es un Az-médulo libre, su rango coincide con
dim X, como se ve localizando en el punto genérico, luego es regular. Como el conjunto de puntos
donde €24}, es libre es un abierto (no vacio porque contiene al punto genérico), se concluye por ser k
algebraicamente cerrado. O

17. Lema: Sea O un anillo local de ideal mazimal m, M un O-mddulo finito y f: M — L un
morfismo en un libre finito. Si f: M/mM — L/mL es inyectivo, entonces [ es inyectivo.

Demostracion. Sea my, ..., m, un sistema generador de M obtenido por Nakayama y ly,...,[. sus
iméagenes en L. Dado que f es inyectivo, existen l,41,...,l, € L tales que ly,...,l, son base de
L/mL. Denotemos L' =< l;41,...,l, >. El morfismo f @id: M & L’ — L es epiyectivo pues es
isomorfismo al hacer médulo m. Denotemos N = Ker(f @ id). La sucesién exacta

0-N—-MoeL —-L—0

rompe porque L es libre, luego N es finito y la sucesién vuelve a ser exacta al tensorializar por O/m,
de donde se deduce que N ® O/m = 0 y por tanto N = 0. Es decir, f @ id es isomorfismo y f es
inyectiva. O

18. Criterio Jacobiano de lisitud: Sea X = Spec A una variedad algebraica regular sobre un
cuerpo algebraicamente cerrado. Sea Y = Spec A/T C X wuna subvariedad. Entonces Y es regular si
y solo si

1. Qa/nk es localmente libre.
2. La sucesion 0 — I /1% — Qa/p ®a A/ — Qeajryn — 0 es exacta.

Demostracion. La cuestion es local, luego podemos suponer que A es local de ideal maximal m,.
Denotemos por m,, la imagen de m, en A/I.

<) Por ser 4,1y, un médulo libre, la sucesién de 2. escinde. Por tanto, al tensorializar por
®aA/m, obtenemos la sucesién exacta

0 — I/m,I — m,/m2 —m,/m2 -0,
luego I estéd generado por un sistema de parametros cuyas diferenciales en x son linealmente indepen-
dientes. Por 4.4.8 A/I es regular.

=) SiY es regular, ya sabemos que satisface la condicién 1. Sélo queda probar que la sucesién de
2. es exacta por la izquierda. Por el lema anterior, basta ver que

I/m,I iR m,/m2

es inyectivo. Esto tltimo es consecuencia directa de 4.4.8. O
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4.5 Problemas

1.
2.

Sea A = k[z1,...,2,]. Probar que Q4 = Adz @ --- & Adxy,.

Sea A = k[z](p(z)). Probar que Q4,, = k[z]/(p,p")dx. Probar que Q,4,, = 0 < p(x) tiene
raices dobles.

Sea B una A-dlgebray M = ( & B-db)/N, donde N es el submdédulo del médulo libre ( @ B-db),
beB beB

generado por los elementos d(byby) — by -dbs — by -dby, d(by +bs) —dby —dbs, da (a € A, by, by € B).
Demostrar que
(a) M ~Qp/a.
(b) El morfismo d: Qg4 — Qpa AQpgya, d(b-db') := db A db, estd bien definido.
(¢) El morfismo dy,: A"Qp/a — A" Qg a, dn(b-dby A... Adby) :=dbAdby A ... Adby, estd
bien definido.

Sea k =F,(t), K = F,(t7), A = k[z]/(z? — t)". Calcular Qa/x, Qua/k ¥ Qc/k-

. Probar que una k-dlgebra finita A es separable si y s6lo si 245, = 0.

Sea m; = (21,...,2n) vy O = (k[x1,...,20]/(P1,-..,Dr))z. Supongamos que dimOQ = n — r.

Probar que O es regular si y sélo si rg(gﬁj (0)) =r.

Sean X e Y dos k-variedades algebraicas y x € X e y € Y dos puntos racionales regulares.
Probar que X X Y es regular en (z,y).
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Curvas planas

5.1 Explosion de curvas planas

Consideremos el nodo y? — z2 + 22 = 0. Voy a “levantar” esta curva a una curva en Az, de modo
que el nudo se deshaga. Consideremos la hipersuperficie de Az, y = zz, que es el conjunto de
las rectas y = ax (sobre los planos z = «). Si consideramos la intersecciéon del cilindro de Ag

y? — 22 + 23 = 0 con la hipersuperficie y = zx, quitamos el eje z y tomamos el cierre de la curva

obtenida construimos el levantamiento buscado. En coordenadas, la curva levantada es ytﬁ# =
(%)2 — 1+ 2 =0, es decir, la curva 22 — 1 + 2 = 0 sobre la superficie y = zx. Asf pues, la curva
levantada es Spec k[z,y, 2]/ (2% — 1+, y— 2x) = Spec k[z, 2] /(22 —1+x). El célculo de la multiplicidad

de interseccién del nodo y? — 22 + 23 con otra curva plana q(x,y) = qs(z,y) + - + qu(z,y) en el

. . / . . . . . .z y27332+;1;3 _ q(z,y) _
origen se reduce al célculo de la multiplicidad de interseccién de *— 75— = 0 con =% = 0, como
Veremos.
1. Teorema : Sea C = p(x,y) = 0 una curva plana y supongamos que la recta x = 0 no es

tangente a la curva en p = (0,0). Escribamos p(z,y) = p-(x,y) + pry1(x,y) + -+ + pulz,y) ¥y
PED o (1,5) + s (1, L) + -+ pa(l, L)a™" =z, 2) (donde z = L) y O = (v, z) = 0.

Consideremos el morfismo natural i: k[z,y]/(p(z,y)) — k[z,z]/((z, 2))x — z,y — xz. Se cumple
que

1. (klz,y]/(p(x,9)))e = (k[z, 2]/ (P(2, 2)))s

2. El nidmero de puntos (distintos o mo) de la fibra de p por i* es igual al nimero de tangentes
(distintas o no) de C en p.

3. (i*)~(p) = (x)o N C en Speck[z, z]. Por tanto por 2., u,(C) coincide con la multiplicidad de
interseccion de (z)o con C.

4 C= ()7 (p) LI(C — (2)o)-

5. ip: A = (K[, )/ (p(2.9))y — B = (kla, 21/ (3, 2)))pst = @,y — @2 es un morfismo finito.
Ademds, i, es un isomorfismo si y solo si p es un punto no singular de C.

Demostracion. El punto 1. es obvio, sin mas que observar que el morfismo inverso es x — x, z — %
Tenemos que

81
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(i*) "' (p) = Spec k[, 2]/ (p(x, 2), x, 22) = Speck[z]/(pr(1, 2))

y facilmente se concluye el punto 2 y que (i*)~'(p) = (x)o N C.

Del punto 1. se deduce que C = (i*) " (p) [[(C — (x)o) = (i*) " (p) [ [(C — (x)o).

Veamos el punto 5.: Obviamente x es finito sobre A y z también: p(z,y) = y" - q1(z,y) + q2(x,y),
donde ga(x,y) es un polinomio en y de grado menor que r, con coeficientes en k[z] y ¢1(0,0) # 0
(porque p,(0,y) = ay”, con a # 0, pues z = 0 no es una tangente a la curva en el origen), luego q(z, y)
es un invertible de A y B. Por tanto,

0=px,2) === (g)r(inv) + polinomio en Y con coeficientes en klx], de grado < r
x x x

= z"(inv) + polinomio en z con coeficientes en k[z], de grado < r

Luego i es un morfismo finito.
Sir =1 entonces ,z € A e i, es un isomorfismo. Reciprocamente si i,, es un isomorfismo entonces
_ =\ —1 _ .
r = #(i;)” " (p) = 1 y p es un punto no singular.

O

2. Observacién: De la ecuacién entera que cumple z se obtiene que B = A4+ Az + ...+ Az" L.
Por tanto, (z,y)" - B = (z,22)" - B=2a"- B = Az" + Az" Yy + ...+ Ay" = (x,y)"

Diremos que C' = Spec k[z, 2]/ (p(x, 2)) es la explosién de C' en p, que el morfismo i*: C' — C' es
el morfismo de explosién o una transformacién cuadrética, que (i*)~1(p) es la fibra excepcional y que
(x)o C Speck][z, 2] es el ciclo excepcional.

3. Teorema: Sean C =p(z,y) =0 y C' = q(x,y) = 0 dos curvas planas sin componentes comunes,
ype CNC'. Se cumple que

mp(CNC) = pp(C) - pp(C+ > pp(CNCY)

pi € Fibra excep.

Demostracion. Podemos suponer que p = (0,0) y que = 0 no es tangente a C ni a C’. Escribamos
p(@,y) = pr(@,y) +pri1(,y) + - +pa(2,y), (z,y) = gs(z,y) ++ -+ gm(z,y). Podemos suponer que
p(x,y) es irreducible, porque 1, (C1UC3) = pp(C1)+p1p(C2) y 11 (C1UC2, C') = 1y (Cr, C7)+ 11 (C2, C7)
(como esencialmente hemos visto en 3.4.4) y la explosién de la unién es la unién de los explotados.

Consideremos el morfismo

A= (k[z,y)/(p(z,9)))p = (Klz, 2]/ (p(z, 2))p = B

Se verifica que ¢ es un morfismo finito y birracional por el teorema anterior. Por tanto, el ideal

anulador I C A de B/A es no nulo. Como B/A es un A/I-médulo finito, y A/I un k-espacio vectorial

de dimensién finita tenemos que B/A es un k-espacio vectorial de dimensién finita. Por el lema que
sigue

dimy A/(q(z,y)) = dimy, B/(q(z,y)) = dimy, B/(2® - §(z, 2))
= dimy, B/(2°) + dimg B/(q(x, 2)) = s - dimy B/(z) + dimy, B/ (¢(z, 2))
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Ahora bien, por el punto 3. del teorema B/(z) = r. En conclusidn,

1 (CNCY) = dimy A/(qla,y)) = -7+ dimy B/(4(2,2)) = 1p(©) - ip(C) + 3 (@ C)

p;EFibra excep.
O

4. Lema: Sean A y B k-dlgebras integras y A — B un morfismo de k-dlgebras. Supongamos que
AJaA,B/aB y B/A son k-espacios vectoriales de dimension finita. Se cumple que

dimg A/aA = dimg B/aB

Demostracion. Consideremos el diagrama

aA—— af
A——=DB
Entonces
dimy B/aB + dimy aB/aA = dimy, B/aA = dimg B/A + dimy, A/aA
Observemos que B/A ~ aB/aA,b+ ab. Por tanto, dimj, A/aA = dim;, B/aB O

5. Ejercicio: Siguiendo las notaciones de la proposicién anterior, probar que C' y C’ no tienen

tangentes comunes en p si y sélo si p.(1,%), ¢s(1,%) son primos entre si, o equivalentemente si
% = G(z, z) es invertible en B. Concluir que C'y C’ no tienen tangentes comunes en p si y sélo si
su multiplicidad de interseccién en p es igual al producto de la multiplicidad de C' en p por la de C’
en p.

6. Corolario: La multiplicidad de una curva plana p(z,y) = 0 en un punto es r si existe una curva
no singular en p que corte a la curva con multiplicidad r en el punto, y toda otra curva no singular
en p corta a la curva con multiplicidad mayor o igual que r. Una recta serd tangente a la curva en el

punto si y solo si la corta con multiplicidad mayor que r.

7. Corolario: La multiplicidad de una curva plana en un punto p es mayor o igual que la suma de
las multiplicidades de los puntos de la fibra excepcional de la explosion de la curva plana en el punto
p y es estrictamente mayor si y solo si el ciclo excepcional es tangente a la curva explotada.

Demostracion. Recordemos que p,(C') es igual a la multiplicidad de interseccién del ciclo excepcional
con la curva explotada. Como el ciclo excepcional es una recta (luego no singular), la multiplicidad
de interseccion del ciclo excepcional con la curva explotada es igual a la suma de las multipicidades de
los puntos de la fibra excepcional, cuando el ciclo excepcional no sea tangente a la curva explotada.
En caso contrario es mayor. O

8. Ejercicio: Sea C = p(x,y) = 0 una curva plana, 2’y polinomios que se anulan en el origen tales
que k[z,y] = k[z',y']. Escribamos p(z,y) = p'(2’,y’). Supongamos que =’ no es tangente a C en el
origen. Demostrar que

(K. 2)/((x, 2)) 2 = (K", 2}/ (7 (@ ) 5

Justificar que la explosion de una curva plana en un punto p no depende, localmente en p, del sistema
de coordenadas.
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5.2 Desingularizacién de curvas planas via el contacto maxi-
mal

En esta seccién vamos a demostrar, dada una curva plana, la existencia de curvas de “contacto
maximal”. Es decir, dada una curva y un punto de ella, existe una curva regular, que pasa por
el punto, con multiplicidad de corte con la curva dada, en el punto dado, maxima. Esta curva,
verificard que pasa por el punto y los puntos de las sucesivas fibras excepcionales siempre que no
bajen de multiplicidad. Como la multiplicidad de corte de dos curvas es finita (siempre que no tengan
componentes comunes) obtendremos que la multiplicidad de una curva en un punto habrd de bajar
después de un numero finito de explosiones. Asi podremos demostrar la desingularizacién de las
curvas planas por un nimero finito de explosiones.

Otra razén fundamental de la introduccién de este apartado es que las técnicas e ideas aqui desarro-
lladas para la desingularizacién de curvas planas son basicamente las usadas para la desingularizacién
de superficies.

En este apartado supondremos que k es un cuerpo algebraicamente cerrado de caracteristica cero.

1. Lema: Sea p(z,y) = 0 una curva de multiplicidad m en un punto p y sea D: k[z,y] — k[z,y]
una derivacién. Entonces la curva Dp(z,y) = 0 tiene multiplicidad mayor o igual que m — 1.

Demostracion. Denotemos C' = p(x,y) = 0, m,(C) = m siy sélo si p(z,y) € m" —m" 1. Por tanto,

p(x,y) =3 fi, -+ fi,, con fi, € my. Asi pues, Dp(z,y) = fi, -+~ Dfi, -+ fi,, € mp*~. Con lo que
concluimos. O

2. Observacion: El lema sigue siendo cierto para operadores diferenciales de orden 1, es decir, para
D =h+ Dy, D(p) :=h-p+ Dgp (con h € klz,y] y Do derivacién).

3. Lema : Con las notaciones anteriores, existe una derivacion D, tal que Dp(x,y) = 0 tiene
multiplicidad m — 1 en p.

Demostracion. Podemos suponer que p es el origen de coordenadas, es decir, m, = (x,y). Escribamos
p(z,y) como suma de polinomios homogéneos

m
p(a:, y) = pm(m, y) + pvrz+1(xa y) +--+ pn(x, y) pm(l‘, y) = Z)\Txrymfr
r=0

Como m > 1, en la expresion de p,,(z,y), parece x o y. Supongamos que aparece y, es decir, A, # 0
para algun r # m. Entonces

6 m
—p(z,y) = Z(m — )Az"y™ "~ +monomios de grado mayor o
ay r=0

igual que m

Como Y (m —r)\.2"y™ "~ # 0, concluimos que Dp(x,y) = 0 tiene multiplicidad m — 1. O
r=0
Denotemos A = k[z,y] y A= A% Y, cont =X x4+ p-y (por ejemplo, si u # 0 entonces
k[:ﬂ,y] = k[xvt] y A= k[l‘, %])
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4. Lema fundamental : Sea D: A — A un operador diferencial de orden 1. Existe un operador
diferencial de orden 1 D: A — A tal que para todo P € A (de multiplicidad m en el origen) se verifica

DP _ P
- = D(—
tmfl (tm)

“La transformada propia de la derivada es la derivada de la transformada propia”.

Demostracion. Todo operador diferencial de orden 1 es la suma de una homotecia y una derivacién.
Basta demostrar el lema para cuando D sea una homotecia y para cuando sea una derivacién.

1. Sea D = h una homotecia, i.e., DP = h-P. Tomando D = t-h se cumple la igualdad requerida.
2. Sea D una derivacién. Tenemos que

DP

tm—l

P
= (tD)(:..) ) =D()
donde D = m-Dt+tD. Observemos que D es un operador diferencial de orden 1 porque m - Dt
es una homotecia y tD es una derivacién de A; que deja estable a A, pues D(7) = Dz — $Dty

D(¥) = Dy — ¥Dt.
0

5. Definiciéon: Sea p € C y C, — .T. — C una sucesiéon de transformaciones cuadraticas. Los
puntos de 7~ 1(p) se les llamard “puntos de la curva C infinitamente préximos” a p.

6. Teorema de existencia de curvas de contacto maximal: Sea p un punto de multiplicidad m
de una curva plana C. Existe una curva plana C' regular en p que pasa (sus transformadas propias)
por todos los puntos de C' infinitesimalmente préximos a p de multiplicidad m.

Demostracion. Vamos a proceder por induccién sobre la multiplicidad m de C = P =0 en p.

Si m =1 la propia C' es una curva de contacto maximal.

Supongamos que m > 1. Consideremos un operador diferencial D de orden 1 tal que DP = 0
tenga multiplicidad m — 1 en p. Todo punto de C infinitamente préximo a p de multiplicidad m es
un punto de C’ = DP = 0 infinitamente préximo a p de multiplicidad m — 1: Sigamos las notaciones
del lema fundamental. La explosién de C = P = 0 en p tiene de ecuaciones P/t" = 0, la explosién
de C = DP = 0 en p tiene de ecuaciones DP/t™~! = D(P/t™) = 0. Por tanto, si un punto
de la explosién de C = P = 0 en p tiene multiplicidad m, éste serd un punto de la explosién de
C = DP =0 en p de multiplicidad mayor o igual m — 1. Como la multiplicidad no aumenta después
de una explosién, tendremos que si un punto de la explosion de C' = P = 0 en p tiene multiplicidad
m, éste serd un punto de la explosién de ¢ = DP = 0 en p de multiplicidad m — 1. Argumentando
del mismo modo con las curvas explotadas P/t™ =0y DP/t™~1 = D(P/t™) = 0 concluimos.

Por hipétesis de induccidn, existe una curva C’ regular en p que pasa (sus transformadas propias)
por todos los puntos infinitamente préximos a p € C = DP = 0 de multiplicidad m — 1. Por tanto,
C’ pasa (sus transformadas propias) por todos los puntos de C' infinitesimalmente préximos a p de
multiplicidad m.

O

7. Corolario: Toda curva plana reducida desingulariza mediante un nimero finito de transforma-
ciones cuadrdticas.
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Demostracion. Escribamos la ecuacién de la curva P = p;---p, = 0 (con p; irreducibles y p; # p;
cuando i # j, pues la curva es reducida). Los puntos singulares de la curva son los que verifican las
ecuaciones P = ‘?9—1: = % = 0, que son un nimero de puntos. Sabemos que al explotar en un punto
la multiplicidad de los puntos de la fibra excepcional es menor o igual que la del punto (si hay dos o
mas puntos en la fibra excepcional es menor). El corolario es obvio, si probamos que no puede suceder
que un punto tenga multiplicidad m, y que al explotar sucesivamente la multiplicidad se mantenga.

Explotando hasta separar las componentes, podemos suponer que la curva viene definida por los
ceros de un polinomio P = 0 irreducible.

Consideremos una curva P’ = 0, regular en p, que pase por todos los puntos infinitesimalmente
préoximos a P = 0, de multiplicidad m. Como la multiplicidad de interseccién de éstas dos curvas
es finita, tenemos que después de un numero finito de explosiones la multiplicidad de C' ha de bajar
estrictamente.

O

5.3 Teorema de Max Noether

Ahora vamos a demostrar el teorema de Max Noether, con el que se podran resolver miltiples pro-
blemas geométricos, como los teoremas de Pascal y Pappus.

Dado un ideal homogéneo (py,(zo,21,72)) C k[, z1,72] y un punto x € Py — (2;)% denotaremos
[pn (20, 21, 22)]x o (pn(zo/Tiy 21 /25, 2/%;))e C k[xo/®i, 21 /25, X2 /2;),. Puede comprobarse que si

@ € Py— ()5, entonces k[zo/w;, x1/xi, w2 /2i]e = k[zo/2j, 21 /25, 22 /5] ¥ (Pn(T0/Tis 01 /i, 02/ 25))0 =
(pn(zo/j, 21/ 25, 22/ T5)) -
1. Teorema Max Noether Sean p; € k[zg,x1, 2] polinomios homogéneos (i = 1,2,3). Consi-
deremos las curvas proyectivas planas C; = p; = 0. Supongamos que C1,Cy no tienen componentes
comunes. Eriste una ecuacion

p3s=a-p1+b-p2

con a,b polinomios homogéneos de grados gra = grps — grpi,grb = grps — grps, st y solo si para
todo x € Cy N Cy se verifica que [ps]z C [p1]e + [P2]x-

Demostracién. Es obvio que si p3 = a - p; + b - pa entonces [p3]. C [p1]e + [p2]s- Veamos con el
reciproco.

Por cambio homogéneo de coordenadas, podemos suponer que xg = 0 no pasa por ningin punto
de Cy N Cy, es decir, p1(0,x1,x2) es primo con ps(0, z1, z2). Sabemos que

DP3 b1 D2
ms — O Tap TO g
0 Lo Lo

Tenemos homogeneizando que ) - p3 = a’p; + V'p2. Sea r minimo en las igualdades de esta forma.
Si r > 0, entonces 0 = a’(0,z1, 22)p1(0,21,22) + (0,21, 22)p2(0, 21, 22). Por tanto, a’(0, 1, x2) =
h-p2(0,21,22) y U/(0,21,22) = —h - p1(0,21,22). Luego a”’ = a’ —h-py, b = b — h-py son divisibles
por xg y x{, - p3 = a”’p1 + b”py. Dividiendo en esta igualdad por xg llegamos a contradiccién, porque
r—1<r.
En conclusién,
ps=a-p1+0b-po

En cuanto a los grados de a y b es facil demostrar que se puede suponer que cumplen lo requerido.
O
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2. Proposicién : Sean C; curvas proyectivas planas definidas por polinomios homogéneos p; €
klxo,x1,22] (i = 1,2,3). Supongamos que Cy,Co no tienen componentes comunes. Supongamos el
cuerpo base k es algebraicamente cerrado. Cs verifica las condiciones de Noether en un punto cerrado
x € Cy NCy, es decir, [ps)z C [p1]e + [p2]e st

1) C1 y Csy son simples en x, se cortan transversalmente en x y x € Cs.

2) El punto = es un punto simple de Cy y pg(C1 N C3) > g (Ch N Cy) (es decir, la multiplicidad
de interseccion de C3 con C1 en x es mayor o igual que la multiplicidad de interseccion de Co con Cy
en ).

3) C1 y Cy poseen tangentes distintas y piz(Cs) > 1. (Ch) + p(Co) — 1.

Demostracion. Como la proposicion es local, podemos suponer que las curvas C; son curvas planas
afines de ecuaciones p;(x,y) = 0.

1) Por las hipétesis (k[z,y]/(p1,p2)). = k. Por tanto, si denotamos m, el ideal maximal de las
funciones que se anulan en x, tenemos que m, = (p1,pP2)z, luego (p3)z C (P1,P2)z-

2) Si z es un punto simple de C1, entonces m, = (¢) en (k[z,y]/(p1(x,y)))s. Ademads, (p;(x,y)) =
(1= (G0)). Por tanto, (ps(w,y)) C (p2(2.y)), luego (p3)s C (p1,p2)s-

3) Dado C = p(z,y) = 0, denotemos por O¢ = k[z,y]/(p(x,y)) vy Oc,» la localizacién de O¢ en
2. Vamos a usar la observacién 5.1.2, que dice si O¢, , — Oél,z es el morfismo de explosion en el

+(C1)—1 _  pa(Ci)—1
punto x entonces mg =my -0g, o

Por otra parte, si £ es un parametro transversal a C; en x, por el que explotamos, tenemos que
p2(z,y) - Og, , = D' (x/& y/§) - Eha(C2) Op,2 = gHalC2) . Og, » porque C1 y C no tienen tangentes

o pae(C2) .
comunes en x. Por tanto, ps(x,y) - Op, . = mz" 06, o

Con todo,

p3(x7 y) c mlw"w(c?») C mlw‘m(cl)+l‘w(c2)_1 — mgx(CZ) . mgm(cl)_l

— mgv—'(CZ) . mgw(cl)71 . Oél,w — pQ(gg’y) . mgl‘(cl)71 . Oél,w

(C1)—-1

= pa(z,y) - mh® C p2(z,y)Oc, &

por lo que (p3)z C (p1,p2)z € K[z, y].

5.4 Problemas

1. Desingularizar la curva 2 — 27 = 0. ;Es esta curva birracional a la recta afin?
2. Calcular la multiplicidad de interseccién de y? — 22 + y* = 0 con yz + 23 + 4% = 0 en el origen.
3. Definir una curva plana que pase por el origen cuyo drbol de explosién en el origen sea
1
3 / 1
~.,
\ 1
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4.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Definir una curva plana que pase por el origen cuyo arbol de explosién en el origen sea
/ :
4 \ / 1
2 \
1

r 7z L
. Seam — ---—m—m/’, con m’ < m, el drbol de explosién de una curva plana C en un punto

p. Demostrar si C’ es una curva plana no singular en p entonces p1,(CNC") = sm, con s <7, 6
pp(CNC’) =rm+m'y que existe una curva C’, tal que p,(CNC") =rm+m'.

Probar el Teorema de Pascal: Si un hexdgono estd inscrito en una cénica irreducible, entonces
los lados opuestos se cortan en puntos alineados.

Probar el Teorema de Pappus: Sean Ry, Ry dos rectas; p1,p2,p3 € R1y ¢1,42,93 € Ro (ninguno
de ellos se encuentran sobre R; N Ry). Sea R;; la recta que une p; y ¢;. Probar que los puntos
pij = Rij N Rj; (i < j) estan alineados.

Ley de grupo en las cibicas. Sea C una ctibica plana no singular. Fijemos un punto py € C.
Dados dos puntos p,q € C, la recta que pasa estos dos puntos, corta a C' en un tercer punto r.
Definamos ¢: CxC — C, (p,q) — r. Probar que la aplicacién C'xC — C, (p,q) — ¢(po, d(p,q))
dota a C de estructura de grupo abeliano.

Sean C5, C4 dos cubicas planas que se cortan en 9 puntos distintos, de manera que 6 de ellos
estan sobre una cénica. Probar que los tres restantes estan alineados.

Demostrar que las tangentes a una cubica irreducible plana en 3 puntos alineados cortan a la
ctiibica en otros 3 puntos alineados.

Demostrar que si un tridngulo esta inscrito en una cénica irreducible, entonces los puntos de
corte de cada lado del tridangulo con la tangente a la cénica en el vértice opuesto, estan alineados.

Probar que una recta que pase por dos puntos de inflexién de una cibica plana irreducible pasa
por un tercer punto de inflexion.

Probar que si una cibica pasa por ocho de los nueve puntos distintos de corte de otras dos
ctibicas, entonces también pasa por el noveno.

Sea C'3 una cuibica plana y x € C3 un punto de inflexién. Probar que los puntos y € C5 para
los que existe una cénica que que cumpla £, (C3 N Cs) = p,(Cs5 N Cy) = 3, son las terceras
intersecciones de las rectas que unen los puntos de inflexién con .

Teorema de Cayley-Bacharay: Sea C),4,,—3 una curva plana de n+m — 3 que pasa por n-m — 1
de los puntos de interseccién de dos curvas de grados n y m. Probar que C,4.,,—3 pasa por el
punto restante.

Si una curva Cpy,—~y de grado n 4+ m — v (y > 3), pasa por n - m — W de los n - m
puntos distintos en los que se cortan dos curvas de grados n y m, entonces pasa también por los
restantes puntos siempre que dichos puntos no estén en una curva de grado v — 3.
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17. Calcular la multiplicidad de interseccién de las ciibicas proyectivas planas y? — 2> = 0 con

y? — 23 — 1 = 0, en todos los puntos de intersecciéon. Poner un ejemplo de dos ciibicas planas

afines irreducibles, cuyos puntos de corte sean afines y estén alineados.
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